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Ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé â òåîðèè óøèðåíèÿ  

è ñäâèãà ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé ìîëåêóë, ó÷èòûâàþùèõ êðèâîëèíåéíîñòü òðàåêòîðèé ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö. 
Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ãèïåðáîëè÷åñêèõ òàíãåíñîâ «th(z)». 
Îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà äëÿ ñëó÷àÿ òðàåêòîðèé, çàäàâàåìûõ ìåæìîëåêóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì 
âçàèìîäåéñòâèÿ (6–12) Ëåííàðäà–Äæîíñà. Ïðèâîäÿòñÿ èõ çíà÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ âçàè-
ìîäåéñòâèé, ðàññìîòðåíû äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ êîýôôè-
öèåíòîâ óøèðåíèÿ. 

 

Ââåäåíèå 

Çíàíèå òàêèõ ïàðàìåòðîâ êîíòóðà, êàê êîýô-

ôèöèåíòû óøèðåíèÿ (γ) è ñäâèãà (δ) ñïåêòðàëüíûõ 
ëèíèé ìîëåêóë äàâëåíèåì ðàçëè÷íûõ ãàçîâ, íåîá-
õîäèìî â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè îíè 
íóæíû äëÿ íàäåæíîãî âûáîðà ÷àñòîòû çîíäèðîâà-
íèÿ ìîëåêóëÿðíûõ ïðèìåñåé â àòìîñôåðå Çåìëè.  
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ î ïî-
òåíöèàëå ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, çàâè-
ñÿùåãî îò ïîëÿðèçóåìîñòè, äèïîëüíîãî, êâàäðóïîëü-
íîãî è äðóãèõ ìîìåíòîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ ìîëåêóë. 

 Äëÿ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ δ è γ íåîáõîäèìî 
çíàòü ôóíêöèþ ïðåðûâàíèÿ S(b), êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî âðåìåííîé òåîðèè âîçìóùåíèé è çàâèñèò 
îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåí-
öèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ â áàçèñå êîëåáàòåëüíî-
âðàùàòåëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñòàëêèâàþùèõñÿ 
ìîëåêóë [1–3]. Â âûðàæåíèå äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ âõîäèò ìíîæèòåëü 
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êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ Ôóðüå-îáðàçîì êîýôôèöèåíòîâ 
ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Â (1) èíäåêñû l1  
è l2 îïðåäåëÿþò ðàíã òåíçîðà ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí 
ñòàëêèâàþùèõñÿ ìîëåêóë 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî (íà-
ïðèìåð, ýòî 2l-ïîëüíûå ìîìåíòû); CLM – ñôåðè÷åc-
êèå ãàðìîíèêè, çàâèñÿùèå îò ðàññòîÿíèÿ r(t) ìåæ-
äó ìîëåêóëàìè; t – âðåìÿ; èíäåêñ n ðàçëè÷àåò 
âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíûõ òèïîâ, íî èìåþùèõ îäèí 
òåíçîðíûé õàðàêòåð, è íàêîíåö, ôóíêöèÿ B[r(t)] 
îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü îò ðàññòîÿíèÿ r(t). Îá-

øèðíûå ðàñ÷åòû δ è γ ïðîâîäèëèñü è ïðîâîäÿòñÿ  
â ïðèáëèæåíèè ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé, â êî-
òîðîì çàâèñèìîñòü r(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿ-
ìè: x(t) = b, y(t) = vt, z(t) = 0, åñëè âçàèìîäåéñò-
âèå èäåò â x–y-ïëîñêîñòè, òàê ÷òî 
r(t) = (b2 + vt2)1/2, ãäå v – îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü 
ìîëåêóë; b – ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð. Â ýòîì ïðè-
áëèæåíèè ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè ïîëó÷åíû â ñåðèè 
ðàáîò [1–7], íàïðèìåð ôóíêöèè f1(k), f2(k), f3(k) 

[äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè 
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( )l lf k  ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé 

F(k)] äëÿ äèïîëü-äèïîëüíîãî (l1 = l2 = 1), äèïîëü-
êâàäðóïîëüíîãî (l1 = 1, l2 = 2) è êâàäðóïîëü-êâàäðó- 
ïîëüíîãî (l1 = l2 = 2) âçàèìîäåéñòâèé èìåþò âèä 
 

f1(k) = (k4/4)[K2(k)2 + 4K1(k)2 + 3K0(k)2], 

f2(k) = (k6/64)[K3(k)2
 + 6K2(k)2

 + 15K1(k)2
 + 10K0(k)2], 

f3(k) = (k8/2304)[K4(k)2 + 8K3(k)2 + 28K2(k)2 + 

 + 56K1(k)2 + 35K0(k)2]. (2) 

Çäåñü ïàðàìåòð àäèàáàòè÷íîñòè k = 2πcb(ωii′ +  

+ ω22′)/v çàâèñèò îò êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ 

(ÊÂ) ÷àñòîò ïåðåõîäîâ ωii′ = Ei – Ei′; ω22′ = E2 – 
– E2′ (Ei, E2 – ÊÂ-óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóë 1 è 2); 
Kn(k) – ôóíêöèè Áåññåëÿ. 

Ïðèáëèæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé íå 
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì â ðÿäå ñëó÷àåâ. Íàïðèìåð,  
â ðàáîòàõ [8,10] ïðîâåäåíà îöåíêà âëèÿíèÿ îòêëî-
íåíèÿ îò ïðèáëèæåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé 
íà ñäâèãè óðîâíåé ìîëåêóëû âîäÿíîãî ïàðà, âûçâàí-
íûõ äàâëåíèåì ðàçëè÷íûõ áóôåðíûõ ãàçîâ. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ó÷åò êðèâîëèíåéíîñòè òðàåêòîðèé ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ÷àñòèö ìîæåò äàâàòü ïîïðàâêó â ñäâèãè óðîâ-
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íåé ïîãëîùåíèÿ âîäÿíîãî ïàðà äî 40%, êîãäà ñäâèãè 
îáóñëîâëåíû äàâëåíèåì àòîìîâ èíåðòíûõ ãàçîâ. 

Â ðàáîòå Ðîáåðà–Áîíàìè [9] áûëà ïðåäëîæåíà 
ìîäåëü ïàðàáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Â ýòîé ìîäåëè 
çàâèñèìîñòü r(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 

r(t) = (rc
2 + v′,ct2)1/2, â êîòîðîì rc – ðàññòîÿíèå 

íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè; v′,c – 
êàæóùàÿñÿ («apparent») îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü, 
íàéäåííàÿ â [9] äëÿ ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà–Äæîíñà 
(6–12). Òðàåêòîðèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö èìååò 
âèä ïàðàáîëû. Ïîëó÷åííûå â ýòîì ïðèáëèæåíèè 
ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè, ÷àñòè÷íî ïðèâåäåííûå â [9], 

çàâèñÿò îò rc è v′,c.  
Íàèáîëåå ïîñëåäîâàòåëüíûé ñïîñîá ðàñ÷åòà ðå-

çîíàíñíûõ ôóíêöèé f(k), ó÷èòûâàþùèõ êðèâîëè-
íåéíîñòü òðàåêòîðèé ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö, îï-
ðåäåëÿåìûõ ïðîèçâîëüíûì ìåæìîëåêóëÿðíûì ïî-
òåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ, ðàçâèò â ðàáîòàõ [10, 
11] (ñì. òàêæå [8]). Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíî îáùåå 
âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ðåçîíàíñíûõ 

ôóíêöèé 
1 2

( )l lf k . Çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé äëÿ êîí-

êðåòíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà k ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû òîëüêî ÷èñëåííî. 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, 
÷òîáû íà îñíîâå îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåçî-
íàíñíûõ ôóíêöèé èç [8, 10, 11] ïîëó÷èòü ðåçî-
íàíñíûå ôóíêöèè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èçîòðîïíîé ÷àñòè 
ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ, 
êîòîðûé âûáðàí â ôîðìå ïîòåíöèàëà (6–12) Ëåí-
íàðäà–Äæîíñà. Äëÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî ïîòåíöèàëà 
ïîëó÷åíî ìíîãî äàííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö.  

Ðàçëîæåíèå â ðÿäû ãèïåðáîëè÷åñêèõ 
òàíãåíñîâ «th(z)» 

Îïðåäåëåíèå ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé â [10, 11] 
îñíîâàíî íà èçâåñòíûõ èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè 
[14] âûðàæåíèÿõ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èç 
êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ r (t) 
îò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 

 2 2 2 1/2( )
{2[ ( )]/ / } ,

dr t
E U r M r

dt
= − µ − µ   (3) 

ãäå E = mv2/2 – ýíåðãèÿ; M = mbvm–1
 = m–1,1

 + m–1,2 – ïðèâåäåííàÿ ìàññà ÷àñòèö; U(r) – ïîòåí-
öèàë âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðÿìîé ðàñ÷åò Ôóðüå-îáðàçà 
(1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ðåçî-
íàíñíûõ ôóíêöèé: 
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∫ ; (5) 

B – íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, âûáèðàåìûé òàê, 
÷òîáû 

 fl1l2(k) = 1; kñ = 2πcrc(ωii′ + ω22′)/v;  

ïàðàìåòð rc îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 

 (b/rc)
2 = 1 – V(rc),  (6) 

a  

 V(r) = 2U(r)/mv2.  

Äëÿ ïîòåíöèàëà (6–12) Ëåííàðäà–Äæîíñà 

 
6 12

( ) 4U r
r r

 σ σ    = ε − +    
     

 (7) 

óðàâíåíèå (6) ïðèíèìàåò âèä 

 λ{β12 – β6} + (b*)2β2 – 1 = 0, (8) 

â êîòîðîì 

 λ = 8ε/mv2; β = (σ/rc); b
* = b/σ. (9) 

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òèïà ïîòåíöèàëà U(r) çíà-

÷åíèÿ 
1 2

( )l lf k  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ÷èñëåí-

íî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå U(r) = 0 âûðàæåíèÿ 
1 2

( )l lf k  

(4) ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ (2) äëÿ ðåçî-
íàíñíûõ ôóíêöèé â ïðèáëèæåíèè ïðÿìîëèíåéíûõ 
òðàåêòîðèé. Âèä ôóíêöèé f1(x), f2(x) è f3(x) 

(x ≡ k) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1–3 ñîîòâåòñòâåííî. 
 

 
Ðèñ. 1. Òî÷íàÿ (2) (êðèâàÿ 1) (f1(x = 0) = 1) è ìîäåëüíàÿ 
 (12) êðèâàÿ (2) ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè f1(x) 
 

 

Êðèâûå õîðîøî ìîäåëèðóþòñÿ îòðåçêîì ðÿäà 

 f 
(m)(x) = a0 + a1th(z) + a2th

2(z) + a3th
3(z), 

 z = α(x – xe),  

â êîòîðûõ ïàðàìåòðû a0, a1, a2 , a3 , α è xe îïðåäå-
ëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåãî, â ñìûñëå ìåòîäà 
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñîâïàäåíèÿ ìîäåëüíîé  

10*. 

(10)
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êðèâîé f 
(m)(x) è òî÷íîé f(x), çàäàííîé ñîîòíîøå-

íèÿìè (2). Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïàðàìåòðû a2  
è a3 ÿâëÿþòñÿ êîððåëèðóåìûìè è îäèí èç íèõ äîë-
æåí áûòü ôèêñèðîâàí, íàïðèìåð ê íóëþ. Ýòî ïðè-
âîäèò ê äâóì ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ 
ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé: 

 f 
(m)(x) = a0 + a1th(z) + a2th

2(z), (11) 

 f 
(m)(x) = a0 + a1th(z) + a3th

3(z). (12) 

 

 
Ðèñ. 2. Òî÷íàÿ (2) (êðèâàÿ 1) (f2(x = 0) = 1) è ìîäåëüíàÿ 
 (12) (êðèâàÿ (2) ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè f2(x) 
 

 
Ðèñ. 3. Òî÷íàÿ (2) (êðèâàÿ 1) (f3(x = 0) = 1) è ìîäåëüíàÿ 
 (12) (êðèâàÿ (2) ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè f3(x) 
 

Ïàðàìåòð a0 = – a1 – a2 äëÿ f 
(m)(x) (11) è a0 = 

= – a1 – a3 äëÿ f 
(m)(x) (12). Òàêîé âûáîð ïàðàìåò-

ðà a0 îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ðåçî-
íàíñíûõ ôóíêöèé ïðè áîëüøèõ x. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿ-
ìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé ìîäåëüíûå êðèâûå f 

(m)(x) 
(12) òàêæå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1–3. Âèäíî õîðî-
øåå ñîâïàäåíèå êðèâûõ, çàäàííûõ ìîäåëüíûìè  
è òî÷íûìè ðåçîíàíñíûìè ôóíêöèÿìè.  

Ñîîòíîøåíèÿ (11), (12) íå èìååò ñìûñëà ïðè-
ìåíÿòü â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé. Îäíà-
êî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîäåëüíûå êðèâûå (11), (12) 
ïðèãîäíû è äëÿ àïïðîêñèìàöèè òî÷íûõ ôóíêöèé 
òèïà (4). 

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëüíûõ 
ôóíêöèé 

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òèïà ïîòåíöèàëà U(r) çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèé fl1l2(x), êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîãóò 

áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ÷èñëåííî. Íàìè áûëè ðàñ-

ñ÷èòàíû çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé 
1 2

( )l lf x   

ñ l1, l2 = 1, 2 è 3 äëÿ çíà÷åíèé x îò 0 äî 7,9 ñ èí-

òåðâàëîì 0,1 äëÿ 0 ≤ x ≤ 1,4 è ñ èíòåðâàëîì 0,5 äëÿ 

1,4 ≤ x ≤ 7,9. Èñïîëüçîâàëñÿ èçîòðîïíûé ïîòåíöèàë 
âçàèìîäåéñòâèÿ â ôîðìå (7), ïðè ýòîì ðàñ÷åòû 

ïðîâåäåíû äëÿ çíà÷åíèé λ = 0,3; 0,7; 1,2; 1,7  

è çíà÷åíèé β = 0; 0,3; 0,5; 0,7; 0,75; 0,8; 0,85; 0,9; 
0,95; 0,98 è 1. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òî÷íûõ ôóíêöèé 
áûëà âûáðàíà ôóíêöèÿ f(m)(x) (12). Êîýôôèöèåíòû 

ýòîé ôóíêöèè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ λ è β ïîòåí-
öèàëà (7) è, òàêèì îáðàçîì: 

fl1l2
, 

(m)
(x, λ, β) = a1(λ, β)(th[z(λ, β)] – 1) + 

 + a3(λ, β)(th3[z(λ, β)] – 1), (13) 

z(λ, β) = α(λ, β)[x – xe(λ, β)]. 

Âñÿêèé ðàç äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïàðû çíà÷åíèé 

λ è β êîýôôèöèåíòû â (13) îïðåäåëÿëèñü ìåòîäîì 

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ èç ïîäãîíêè
1 2

( )
, ( , , )m

l lf x λ β  (13) 

ê 
1 2,

( , , )l lf x λ β  (4). Äëÿ ôóíêöèé f1
(m), f2

(m) è f3
(m) 

êîýôôèöèåíòû ïîêàçàíû â òàáë. 1–3 ñîîòâåòñòâåííî. 

 
Ò à á ë è ö à  1  

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñíîé ôóíêöèè f1
(m)(x, λ, β) 

äëÿ ïîòåíöèàëà (6–12) Ëåííàðäà–Äæîíñà 

λ β a1 –a3 α xe 

0 0 0,4228 1,4975 0,6138 0,3682
0,2 0,3 0,4329 1,5031 0,6310 0,4107
0,7 0,3 0,4333 1,5035 0,6311 0,4114
1,2 0,3 0,4336 1,5040 0,6312 0,4121
1,7 0,3 0,4340 1,5044 0,6313 0,4128
0,2 0,5 0,4358 1,5067 0,6317 0,4162
0,7 0,5 0,4435 1,5165 0,6337 0,4303
1,2 0,5 0,4514 1,5265 0,6357 0,4445
1,7 0,5 0,4595 1,5370 0,6377 0,4587
0,2 0,7 0,4518 1,5255 0,6356 0,4459
0,7 0,7 0,5032 1,5899 0,6482 0,5357
1,2 0,7 0,5618 1,6678 0,6626 0,6277
1,7 0,7 0,6317 1,7636 0,6796 0,7231
0,2 0,75 0,4578 1,5310 0,6368 0,4578
0,7 0,75 0,5259 1,6140 0,6535 0,5780
1,2 0,75 0,6075 1,7207 0,6737 0,7022
1,7 0,75 0,7148 1,8643 0,6996 0,8325
0,2 0,8 0,4613 1,5311 0,6374 0,4674
0,7 0,8 0,5378 1,6161 0,6562 0,6113
1,2 0,8 0,6310 1,7302 0,6802 0,7596
1,7 0,8 0,7621 1,8943 0,7124 0,9125
0,2 0,85 0,4577 1,5173 0,6356 0,4665
0,7 0,85 0,5180 1,5608 0,6500 0,6078
1,2 0,85 0,5847 1,6213 0,6693 0,7509
1,7 0,85 0,6727 1,7112 0,6952 0,8938
0,2 0,9 0,4392 1,4764 0,6291 0,4418
0,7 0,9 0,4496 1,4192 0,6279 0,5257
1,2 0,9 0,4574 1,3749 0,6312 0,6155
1,7 0,9 0,4676 1,3444 0,6388 0,7091
0,2 0,95 0,3996 1,3969 0,6144 0,3695
0,7 0,95 0,3613 1,2265 0,5851 0,2989
1,2 0,95 0,3464 1,1194 0,5659 0,2591
1,7 0,95 0,3370 1,0411 0,5528 0,2409
0,2 1,0 0,3492 1,2886 0,5877 0,2092
0,7 1,0 0,4632 1,1875 0,5192 –0,2645
1,2 1,0 1,0471 1,4514 0,4739 –0,8032
1,7 1,0 3,0252 2,4069 0,4402 –1,4944



 Àïïðîêñèìàöèÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé äëÿ ðåàëüíûõ òðàåêòîðèé â óäàðíîé òåîðèè óøèðåíèÿ… I. 817 
 

Ò à á ë è ö à  2  

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñíîé ôóíêöèè f2
(m)(x, λ, β) 

äëÿ ïîòåíöèàëà (6–12) Ëåííàðäà–Äæîíñà 

λ β a1 –a3 α xe 

0 0 0,5883 1,7237 0,4858 0,9507
0,2 0,3 0,6092 1,7417 0,4912 0,9772
0,7 0,3 0,6098 1,7424 0,4912 0,9779
1,2 0,3 0,6104 1,7431 0,4913 0,9785
1,7 0,3 0,6109 1,7438 0,4913 0,9792
0,2 0,5 0,6135 1,7472 0,4914 0,9824
0,7 0,5 0,6249 1,7617 0,4921 0,9959
1,2 0,5 0,6364 1,7765 0,4928 1,0095
1,7 0,5 0,6480 1,7916 0,4934 1,0231
0,2 0,7 0,6364 1,7747 0,4925 1,0113
0,7 0,7 0,7074 1,8645 0,4959 1,0974
1,2 0,7 0,7836 1,9652 0,4989 1,1840
1,7 0,7 0,8662 2,0788 0,5013 1,2705
0,2 0,75 0,6442 1,7825 0,4927 1,0230
0,7 0,75 0,7357 1,8948 0,4963 1,1383
1,2 0,75 0,8344 2,0238 0,4990 1,2530
1,7 0,75 0,9418 2,1726 0,4997 1,3642
0,2 0,8 0,6479 1,7822 0,4923 1,0327
0,7 0,8 0,7463 1,8929 0,4946 1,1709
1,2 0,8 0,8488 2,0180 0,4954 1,3050
1,7 0,8 0,9543 2,1588 0,4924 1,4281
0,2 0,85 0,6396 1,7614 0,4906 1,0335
0,7 0,85 0,7106 1,8126 0,4889 1,1716
1,2 0,85 0,7762 1,8666 0,4862 1,3019
1,7 0,85 0,8361 1,9222 0,4808 1,4188
0,2 0,9 0,6069 1,7005 0,4863 1,0128
0,7 0,9 0,6016 1,6131 0,4761 1,1023
1,2 0,9 0,5970 1,5427 0,4677 1,1904
1,7 0,9 0,5936 1,4856 0,4605 1,2751
0,2 0,95 0,5358 1,5787 0,4778 0,9499
0,7 0,95 0,4274 1,3135 0,4521 0,9074
1,2 0,95 0,3685 1,1485 0,4333 0,8862
1,7 0,95 0,3315 1,0331 0,4187 0,8788
0,2 1,0 0,4202 1,3903 0,4624 0,8128
0,7 1,0 0,2490 1,0154 0,4120 0,4653
1,2 1,0 0,2316 0,8820 0,3759 0,1131
1,7 1,0 0,2996 0,8538 0,3478 –0,2763

 

Ò à á ë è ö à  3  

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñíîé ôóíêöèè f3, 
(m)(x, λ, 

β) äëÿ ïîòåíöèàëà (6–12) Ëåííàðäà–Äæîíñà 
λ β a1 –a3 α xe 

0 0 0,7540 1,9291 0,3923 1,4380 
0,2 0,3 0,7823 1,9613 0,3960 1,4642 
0,7 0,3 0,7829 1,9620 0,3960 1,4649 
1,2 0,3 0,7835 1,9628 0,3959 1,4655 
1,7 0,3 0,7841 1,9636 0,3960 1,4662 
0,2 0,5 0,7696 1,9482 0,3938 1,4534 
0,7 0,5 0,7820 1,9645 0,3939 1,4673 
1,2 0,5 0,7944 1,9810 0,3939 1,4812 
1,7 0,5 0,8070 1,9979 0,3939 1,4951 
0,2 0,7 0,7939 1,9786 0,3936 1,4832 
0,7 0,7 0,8687 2,0766 0,3929 1,5709 
1,2 0,7 0,9466 2,1841 0,3915 1,6572 
1,7 0,7 1,0280 2,3029 0,3893 1,7416 
0,2 0,8 0,8210 2,0033 0,3945 1,5222 
0,7 0,8 0,9157 2,1144 0,3900 1,6628 
1,2 0,8 1,0080 2,2342 0,3837 1,7954 
1,7 0,8 1,1010 2,3669 0,3758 1,9212 
0,2 0,85 0,7927 1,9587 0,3910 1,5085 
0,7 0,85 0,8541 1,9994 0,3835 1,6527 
1,2 0,85 0,9055 2,0378 0,3751 1,7857 
1,7 0,85 0,9495 2,0757 0,3659 1,9094 
0,2 0,9 0,7523 1,8856 0,3882 1,4902 
0,7 0,9 0,7249 1,7655 0,3755 1,5925 
1,2 0,9 0,7011 1,6673 0,3643 1,6893 
1,7 0,9 0,6803 1,5853 0,3544 1,7809 
0,2 0,95 0,6666 1,7407 0,3829 1,4308 
0,7 0,95 0,5160 1,4126 0,3614 1,4113 
1,2 0,95 0,4308 1,2099 0,3452 1,4106 
1,7 0,95 0,3760 1,0696 0,3323 1,4211 
0,2 1,0 0,5253 1,5138 0,3736 1,2983 
0,7 1,0 0,2726 1,0323 0,3359 0,9956 
1,2 1,0 0,1811 0,8232 0,3080 0,7081 
1,7 1,0 0,1503 0,7145 0,2860 0,4074 

Íà ðèñ. 4, 5 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ 

a1(λ, β) è a3(λ, β) îò β ïðè ðàçëè÷íûõ λ äëÿ ôóíê-
öèè f2, 

(m), îòâå÷àþùåé çà äèïîëü-êâàäðóïîëüíîå 
âçàèìîäåéñòâèå. 
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà a1(λ, β) ìîäåëüíîé  

 ðåçîíàíñíîé ôóíêöèè f2
(m) îò ïàðàìåòðîâ λ, β (9) 

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

2,2

2,4

β

λ = 1,7

λ = 0,7 

λ = 1,2 

λ = 0,2

βe ≅ 0,82 

–a3(λ, β) 

 
Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà – a3(λ, β) ìîäåëüíîé  

 ðåçîíàíñíîé ôóíêöèè f2
(m) îò ïàðàìåòðîâ λ, β (9) 
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Òàêàÿ çàâèñèìîñòü òèïè÷íà è ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ 

âñåõ ïàðàìåòðîâ a1, a3, α è xe âñåõ ðåçîíàíñíûõ 
ôóíêöèé. Õîðîøî âèäíî, ÷òî ôîðìà êðèâûõ íà 
ðèñ. 4, 5 ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå èñïîëüçóåìîãî ïîòåí-

öèàëà. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå β = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðè-

áëèæåíèþ ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé, çíà÷åíèå βe 
– òî÷êå ìèíèìóìà íà ïîòåíöèàëå âçàèìîäåéñòâèÿ. 
 

Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåé  
òåïëîâîé ñêîðîñòè 

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû λ è β â ðåçîíàíñíûõ 
ôóíêöèÿõ (10)–(13) íå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âå-
ëè÷èíàìè, îíè çàâèñÿò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè v 
è ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà b ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (9), 

ò.å. λ = λ(v, b), β = β(v, b). Îöåíêó ñðåäíèõ çíà-

÷åíèé λñð è βñð ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî ñäåëàòü, åñëè 
äëÿ v èñïîëüçîâàòü ñðåäíþþ òåïëîâóþ ñêîðîñòü 
ìîëåêóë. Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåé òåïëîâîé ñêîðî-
ñòè ìîëåêóë  

 λñð = 8ε/(3kBT),  

ãäå kB – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; T – òåìïåðàòóðà. 

Îöåíêó βñð ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âìåñòî ïàðàìåòðà 
b â óðàâíåíèè (8) ïîäñòàâèòü ïàðàìåòð b0, ïîëó-
÷àåìûé êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ  

 S(b0) = 1, (14) 

èñïîëüçóåìîãî â òåîðèè Àíäåðñîíà–Òñàî–Êàðíàòà 
(ÀÒÑ) [1, 2], ïðè÷åì â ýòîì óðàâíåíèè ïàðàìåòð 
àäèàáàòè÷íîñòè k ðàâåí íóëþ äëÿ âñåõ âèðòóàëü-

íûõ ïåðåõîäîâ. Ïàðàìåòðû λñð, βñð äëÿ ðÿäà âàæ-
íûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ñìåñåé âîäÿíî-
ãî ïàðà ïðèâåäåíû â òàáë. 4 (ñì. òàêæå [8]). 
 

Ò à á ë è ö à  4  

Ïàðàìåòðû λñð è βñð äëÿ ñëó÷àåâ ñòîëêíîâåíèèé H2O  
ñ ðàçëè÷íûìè áóôåðíûìè ãàçàìè (T = 273 K) äëÿ ïî-

òåíöèàëà Ëåííàðäà–Äæîíñà (6–12) 

Ñèñòåìà ε/kB, K σ, Å b0, Å λñð βñð 

H2O–H2O 92,0a 3,23a 11,38 0,90 0,28 

H2O–H2S 356,0b 2,72b 11,38 3,48 0,24 

H2O–SO2 152,4 3,76 11,79 1,49 0,32 

H2O–N2 109,4 3,51 4,70 1,07 0,83 

H2O–CO2 132,0 3,86 6,40 1,29 0,62 

H2O–O2 104,3 3,35 3,05 1,02 1,02 

H2O–He 31,54 3,0715 2,05 0,31 1,02 

H2O–Ne 58,86 3,17 2,59 0,58 1,05 

H2O–Ar 107,98 3,496 3,44 1,05 1,00 

H2O–Kr 129,01 3,59 3,78 1,26 0,99 

H2O–Xe 146,65 3,84 4,16 1,43 0,98 
 

 

*Çíà÷åíèÿ b0 âçÿòû èç [8], îíè íàéäåíû èç ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ (14), â êîòîðîì ïàðàìåòð àäèàáàòè÷íîñòè k = 0 
äëÿ âñåõ âèðòóàëüíûõ ïåðåõîäîâ. Ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà 
Ëåííàðäà–Äæîíñà, ïîìå÷åííûå áóêâàìè a, b, âçÿòû èç 
[12], ïðè÷åì ñëó÷àé b ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ïàðà-
ìåòðîâ èç âòîðîãî âèðèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà; îñòàëüíûå 
ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà âçÿòû èç [13]. 

Èç òàáë. 4 âèäíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñìåñåé H2O–H2O, H2O–SO2 è, áûòü 

ìîæåò, H2O–CO2, çíà÷åíèå β áëèçêî ê çíà÷åíèþ 

βe, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå 
îò ïðèáëèæåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ 

ïàðàìåòðîâ λñð è βñð, óêàçàííûõ â òàáë. 4 äëÿ 
H2O–N2 è H2O–O2, áûëè îïðåäåëåíû ðåçîíàíñíûå 
ôóíêöèè f2

(m) è f3
(m). Ôóíêöèÿ f2

(m), îïðåäåëÿþùàÿ 
äèïîëü-êâàäðóïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, ïðèâåäåíà 
íà ðèñ. 6.  

 

 
Ðèñ. 6 Ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè f2

(m) (x, λñð, βñð) äëÿ H2O–N2 

(2), H2O–O2 (1) è â ïðèáëèæåíèè ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåê-
òîðèé (3). Äëÿ ðàñ÷åòà èñïîëüçîâàëèñü ïðèáëèæåíèå  
 ñðåäíåé òåïëîâîé ñêîðîñòè ìîëåêóë è ñîîòíîøåíèå (14) 

  
Çäåñü æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíà ðåçîíàíñ-

íàÿ ôóíêöèÿ f2
(m)(λ = 0, β = 0), ñîîòâåòñòâóþùàÿ 

ïðèáëèæåíèþ ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé. Âèäíî, 
÷òî ðàçëè÷èÿ â ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèÿõ ñóùåñòâåííû. 
 

Ýêñòðàïîëÿöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ  
äëÿ ïàðàìåòðîâ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé 

Â ìåòîäå ÀÒÑ çíà÷åíèå β (ïðè äàííîì λ) îï-
ðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) äëÿ êàæ-
äîé ëèíèè îòäåëüíî. Ïîýòîìó ñëåäóþùèì ýòàïîì 
áûëî ïîñòðîåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ñîîòíîøåíèé 

äëÿ ôóíêöèé ai(λ, β) (i = 1, 3), α(λ, β) è xe(λ, β). 
Èç ðèñ. 4, 5 âèäíî, ÷òî ýñòðàïîëÿöèîííûå ñîîòíî-
øåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ èíòåðâàëîâ 

ïàðàìåòðà β. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îñòàíîâèëèñü 
íà ïîñòðîåíèè ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ñîîòíîøåíèé 

äëÿ èíòåðâàëà 0 ≤ β ≤ 0,9. Â ýòîò èíòåðâàë ïîïàäà-

þò çíà÷åíèÿ β ≈ βe, ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìó íà 
ïîòåíöèàëå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë, êîòîðûé îï-
ðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ðåçîíàíñíûõ 

ôóíêöèé f 
(m)(λ, β) îò ôóíêöèé f2

(m)(λ = 0, β = 0)  
â ìîäåëè ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî 
èíòåðâàëà, èñõîäÿ èç ðèñ. 4 è 5, ýêñòðàïîëÿöèîí-
íûå ôîðìóëû áûëè âûáðàíû â âèäå  

 a1(λ, β) = a10 + a1 λλ/ch[a1 β(β – β1 e)], 

 a3(λ, β) = a30 + a3 λλ/ch[a3 β(β – β3 e)], 

 α(λ, β) = α0 + αλ βλβ2, 

 xe(λ, β) = xe0 + xλ βλβ2. (15) 
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Ò à á ë è ö à  5  

Ïàðàìåòðû ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ôîðìóë (15) äëÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé 

Ôóíêöèÿ  a10  a1λ a1β β1e α0 αλβ 

f1(x) 0,4228±0,0180 0,1745±0,0286 6,08±0,74 0,994±0,061 0,6138±0,0105 0,0* 

f2(x) 0,5883±0,0500 0,1852±0,0075 7,18±0,63 0,898±0,061 0,4858±0,0530 0,0* 

f3(x) 0,754±0,014 0,2231±0,0132 8,96±0,55 0,8* 0,3923±0,0204 0,0* 

 a30 a3λ a3β β3e xe0 xλβ 

f1(x) –1,4975±0,246 -0,112±0,007 13,26±0,86 0,773±0,004 0,368±0,006 0,315±0,007 
f2(x) –1,724±0,047 -0,174±0,025 12,27±0,71 0,784±0,004 0,951±0,013 0,369±0,007 
f3(x) –1,929±0,125 -0,342±0,026 16,92±0,26 0,763±0,002 1,438±0,032 0,382±0,014 

 

 

*Ïàðàìåòðû ôèêñèðîâàíû â ïîäãîíêå. 
 

Â ôîðìóëàõ (15) ïàðàìåòðû a10, a30, α0 è xe0 
îïðåäåëÿþò ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè â ïðèáëèæåíèè 

ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé. Ïàðàìåòðû a1λ, …, xλβ 

áûëè îïðåäåëåíû èç ïîäãîíêè 
1 2

( )
, ( , , )m

l lf x λ β  ê çíà÷å-

íèÿì òî÷íûõ ôóíêöèé 
1 2, ( , , )l lf x λ β  (4) äëÿ ðàçíûõ 

x, λ è β. Ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû  
â òàáë. 5.  

Â êà÷åñòâå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùåé êà÷åñòâî 
ïîäãîíêè, âûáðàíî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå  

 

 
 − =  −  
∑

1/2
( ) 2( )

RMS ,
( )

I m
ii

i

f f
I L

 

â êîòîðîì fi
(m), fi – çíà÷åíèÿ ìîäåëüíûõ è òî÷íûõ 

ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé; I = 588 – îáùåå ÷èñëî èñ-
ïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé; L = 13 – ÷èñëî èñïîëüçóå-
ìûõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ôóíêöèé 
f1

(m)(x), f2
(m)(x) è f3

(m)(x) çíà÷åíèÿ RMS ðàâíû  

1,65 ⋅ 10–3, 2,3 ⋅ 10–3 è 2,6 ⋅ 10–3 ñîîòâåòñòâåííî. 

Çàêëþ÷åíèå 
Äàííûå, ïðåäñòàâëÿþùèå îñíîâíîé ðåçóëüòàò 

ðàáîòû, ïðèâåäåíû â òàáë. 1–3 è 5. Ïðåäñòàâëåí-
íûå çäåñü ïàðàìåòðû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çíà÷å-
íèÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé f1

(m)(x), f2
(m)(x)  

è f3
(m)(x) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x. Ðèñ. 6 ïîêàçûâàåò, 

÷òî ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò 
çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ â ïðèáëèæåíèè ïðÿìîëèíåé-
íûõ òðàåêòîðèé.  

Ïðèìåíåíèå ðàçâèòîãî ïîäõîäà ê ðàñ÷åòó ïîëó-
øèðèí ëèíèé è ñäâèãîâ ìîëåêóë è åãî äàëüíåéøåå 
ðàçâèòèå áóäóò ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ. 
 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî 
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 
¹ ÍØ–373.2003.5) è ôîíäà INTAS (ãðàíò ¹ 03-
51-3394). 
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N.N. Lavrent'eva, V.I. Starikov. Approximation of resonance functions for real trajectories in the  
impact broadening theory. Part 1. Electrostatic interactions, real parts. 

An analytical formula is proposed for approximation of resonance functions in the broadening theory and 
for shift of molecular spectral lines. This formula accounts for the curvature of trajectories of colliding parti-
cles. The equation obtained is a part of a power series in terms of hyperbolic tangents thz. The coefficients of 
this series are determined for the case of trajectories defined by the Lennard-Jones 6–12 intermolecular interac-
tion potential. This paper presents their values for the case of electrostatic interactions. Real parts of the reso-
nance functions needed for the calculation of broadening coefficients are considered. 


