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Ïðåäëîæåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà èñêëþ÷åíèÿ îøèáêè ñãëàæèâàíèÿ, âîçíèêàþùåé ïðè ðàçâåðòêå 
ôàçû èç åå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íà ïðèìåðå èíòåðôåðîãðàììû ðàäàðà ñ ñèí-
òåçèðîâàííîé àïåðòóðîé ïîêàçàíî, ÷òî óæå äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæåò 
îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ ýòîé îøèáêè. 

 

Ââåäåíèå 

Âîññòàíîâëåíèå ôàçû èç îãðàíè÷åííûõ ãëàâ-
íûì çíà÷åíèåì (ïî ìîäóëþ 2π) öèôðîâûõ ôàçîâûõ 
äàííûõ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì øàãîì ìíîãèõ àëãîðèò-
ìîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà èçîáðàæåíèé è íåîòúåìëå-
ìîé ÷àñòüþ áîëüøèíñòâà èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ îïòè÷åñêîé êîãåðåíòíîé ìåòðîëîãèè è ïðîôè-
ëîìåòðèè, ðàäàðíîãî ìîíèòîðèíãà òîïîãðàôèè ïîä-
ñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Êàê ïðàâèëî, ðåçóëüòàòîì 
èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé ÿâëÿåòñÿ êàðòà 
èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ ïîëîñ – äâóìåðíîå êîñèíó-
ñîèäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàçû, ìîäóëèðîâàííîé 
èçìåðÿåìîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, ãäå ôàçà îïðå-
äåëåíà ëèøü â ïðåäåëàõ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. 

Ðàçâåðòêà ôàçû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî íàéäåííîìó 
èç èíòåðôåðîãðàììû â ïðåäåëàõ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ 
ãðàäèåíòó ôàçû g(r): 

 g(r) = P[∇P[ψ(r)]], (1) 

ãäå îïåðàòîð P[…] îçíà÷àåò ïðèâåäåíèå âåëè÷èíû  
â ñêîáêàõ ê èíòåðâàëó ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ôàçû 

[−π, π); r = {x, y} – äâóìåðíûé âåêòîð; ∇ = 
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ψ(r) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü 
óðàâíåíèå (1): 

 ψ(r) = ψ0 + 
⌡⌠
L0

L(r)
 

 

dlg(r);  ψ0 = ψ0(L0). (2) 

Â (2) L(r) – ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáëàñòè, 
ãäå îïðåäåëåí ãðàäèåíò g(r). Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ 
ãðàäèåíò, ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ (2) ìîæíî 
îïðåäåëèòü ôàçó ψ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Åñëè 
ôëóêòóàöèè àìïëèòóäû èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ 
ñèãíàëîâ ìàëû, òî îãðàíè÷åííûé ñâîèì ãëàâíûì 
çíà÷åíèåì ãðàäèåíò ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ôàçû íå ñî-
äåðæèò ñîëåíîèäàëüíóþ êîìïîíåíòó (∇ × g = 0)  
è ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì èñòèííîé ôàçû. Â ýòîì 
ñëó÷àå èíòåãðàë (2) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè èí-
òåãðèðîâàíèÿ, è ìû ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå 
äëÿ ôàçû (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû). Ïðè íàëè-

÷èè øóìîâ (âîçíèêíîâåíèè ñïåêë-ñòðóêòóðû ïîëÿ 
èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ ñèãíàëîâ) èëè ðåçêîãî ïåðå-
ïàäà âûñîò îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè ïðåäåëû èç-
ìåíåíèÿ ãðàäèåíòà ôàçû ìîãóò ïðåâûøàòü 2π, êîí-
ñåðâàòèâíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäèåíòà ôàçû íà-
ðóøàåòñÿ (∇ × g ≠ 0), âîçíèêàþò òî÷êè âåòâëåíèÿ  
è ôàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíîé. Ýòî 
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà (2) íà÷è-
íàåò çàâèñåòü îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîëó÷àåòñÿ 
íåîäíîçíà÷íîå ðåøåíèå äëÿ ôàçû. Èãíîðèðîâàíèå 
íàðóøåíèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðà g(r) èç-çà øó-
ìîâ ìîæåò ïðèâîäèòü ê áîëüøèì (∼ 2π) îøèáêàì  
â îïðåäåëåíèè ôàçû, íàêàïëèâàþùèìñÿ ïðè âû-
ïîëíåíèè èíòåãðèðîâàíèÿ (2). 

Ñóùåñòâóþò äâà òèïà ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò èçáåæàòü ïîëó÷åíèÿ íåîäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ 
ïðè íàõîæäåíèè ôàçû ïî åå ãðàäèåíòó. Ïåðâûé 
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè íóæíî 
îáîéòè îáëàñòè, ãäå ∇ × g ≠ 0. Âòîðîé îñíîâàí íà 
ïîëó÷åíèè çíà÷åíèÿ ôàçû ψ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
(1) è ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 
ðàçíîñòåé ãðàäèåíòîâ ñâåðíóòîé è ðàçâåðíóòîé ôàç. 
Ê ïåðâîìó ìåòîäó îòíîñèòñÿ ìåòîä ïðîâåäåíèÿ ðàç-
ðåçîâ [1, 2], à êî âòîðîìó – ìåòîä íàèìåíüøèõ 
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) [2, 3]. Â ìåòîäå ïðîâåäåíèÿ ðàç-
ðåçîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå è îòðè-
öàòåëüíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ ôàçû âîçíèêàþò ïîïàð-
íî è ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ôàçîâûì ðàçðåçîì. 
Òàêèì îáðàçîì, ñòðîèòñÿ äåðåâî ðàçðåçîâ, ãäå ïî-
ëîæèòåëüíàÿ òî÷êà ñîåäèíåíà ëèíèåé ñ áëèæàéøåé 
îòðèöàòåëüíîé. Ïîñëå òîãî êàê âñå ðàçðåçû ïðîâå-
äåíû, âûïîëíÿþò èíòåãðèðîâàíèå âäîëü ïóòè, êî-
òîðûé íå ïåðåñåêàåò ïîñòðîåííîå äåðåâî. Îãðîìíîå 
÷èñëî àëãîðèòìîâ ðàçâåðòêè ôàçû (ñì., íàïðèìåð, 
[2, 4–9]), ïî ñóòè, âîñïðîèçâîäèò â òîé èëè èíîé 
ìîäèôèêàöèè óêàçàííûå ìåòîäû.  

Îáà ìåòîäà èìåþò íåäîñòàòêè. Ìåòîä ðàçðåçîâ 
òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ïàðíûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, ÷òî 
íå âñåãäà âîçìîæíî. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 
õîòÿ è ïîäàâëÿåò øóìû, âûçûâàåìûå, â îñíîâíîì, 
ôëóêòóàöèÿìè èíòåðôåðèðóþùèõ ñèãíàëîâ, íî ñ ïî-
ãðåøíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåò ôàçó âáëèçè ðàçðûâîâ 
ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè ìåæäó ïàðíûìè òî÷êàìè  
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â ñèëó ñâîèõ ñãëàæèâàþùèõ ñâîéñòâ. Îáà ìåòîäà 
ïðèâîäÿò ê îøèáêàì, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ òåðÿåò-
ñÿ òàê íàçûâàåìàÿ «ñêðûòàÿ ôàçà» [10], êîãäà 
ñêà÷êè ôàçû, ïðåâûøàþùèå 2π, îáóñëîâëåíû íå 
ôëóêòóàöèÿìè ñèãíàëîâ è øóìàìè, à ñâîéñòâàìè 
èññëåäóåìîãî îáúåêòà.  

Â ðàáîòàõ [10–12] ïðåäëîæåí è àïðîáèðîâàí  
â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ àëãîðèòì «ìîäåðíèçè-
ðîâàííîãî» ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîçâî-
ëÿþùèé ïðàâèëüíî îïðåäåëÿòü ñêðûòóþ ôàçó âáëè-
çè ðàçðûâîâ ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè, åñëè óäàåòñÿ 
ïðàâèëüíî èäåíòèôèöèðîâàòü âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ  
è èõ ïàðíîñòü. Íî ýòî íå âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. 
Êðîìå òîãî, àëãîðèòìó ïðèñóù îáùèé íåäîñòàòîê 
ÌÍÊ: îí ïðèâîäèò ê îøèáêàì âîññòàíîâëåíèÿ ôà-
çû â îêðåñòíîñòè ôàçîâûõ ðàçðûâîâ äàæå ïðè òî÷-
íîì îïðåäåëåíèè ñêðûòîé ôàçû â ñèëó ñãëàæèâàþ-
ùèõ ñâîéñòâ ÌÍÊ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ 
ñïîñîá óìåíüøåíèÿ îøèáêè ñãëàæèâàíèÿ.  

Âîññòàíîâëåíèå ôàçû 

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó âîññòàíîâëåíèÿ ôàçû 
èç åå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ íà ïðèìåðå èíòåðôåðî-
ãðàììû, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðàäàðà ñ ñèíòåçè-
ðîâàííîé àïåðòóðîé íàä ðàéîíîì Íîâîé Êàëåäîíèè 
(Àíãëèÿ), ïðåäîñòàâëåííóþ Åâðîïåéñêèì êîñìè÷å-
ñêèì Àãåíòñòâîì (Copyright by CNES/ESA). Íà 
ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò èíòåðôåðîãðàììû 
ðàçìåðíîñòüþ 128 × 128 òî÷åê.  

 

 
Ðèñ. 1. Èíòåðôåðîãðàììà. Çíàêàìè ●, ○ ïîêàçàíî ðàñïî- 

 ëîæåíèå òî÷åê âåòâëåíèÿ 
 

Çíà÷åíèÿ â èíòåðôåðîãðàììå îãðàíè÷åíû â èí-
òåðâàëå îò [−π, π), è äëÿ òîãî ÷òîáû âîññòàíîâèòü 
ïîëíîå çíà÷åíèå ôàçû (ïðîèçâåñòè ñøèâêó ôàçîâûõ 
ñêà÷êîâ), ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò àíà-
ëèç, îñíîâàííûé íà êîíòóðíîì ñóììèðîâàíèè ðàç-
íîñòåé ôàçû [10, 11, 13], ñîëåíîèäàëüíàÿ ÷àñòü 
ãðàäèåíòà ôàçû íà èíòåðôåðîãðàììå íå âåçäå ðàâíà 
íóëþ è èíòåðôåðîãðàììà ñîäåðæèò òî÷êè âåòâëå-
íèÿ ôàçû (ðèñ. 1). ÌÍÊ â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò 
âîññòàíîâèòü ôàçó âî âñåì äèàïàçîíå åå èçìåíåíèÿ, 
ïîñêîëüêó «íå âèäèò» ñêðûòóþ ôàçó, îïðåäåëÿåìóþ 

ðàçðûâàìè ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùèìè 
÷åðåç ïàðíûå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå òî÷-
êè âåòâëåíèÿ. Ïîýòîìó áûë èñïîëüçîâàí ìîäèôè-
öèðîâàííûé ÌÍÊ (ÌÌÍÊ) [10, 11], êîòîðûé ïî-
çâîëÿåò ðàññ÷èòàòü è ñêðûòóþ êîìïîíåíòó ôàçû. 
Ðåçóëüòàòû ðàçâåðòêè ôàçû ýòèì ìåòîäîì ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 2. 

 

 
Ðèñ. 2. Ðàçâåðòêà ôàçû íà èíòåðôåðîãðàììå ðèñ. 1 ìîäè- 
 ôèöèðîâàííûì ÌÍÊ 

 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(r) ôàçó, êîòîðàÿ ïîäëåæèò 
âîññòàíîâëåíèþ èç åå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, ÷åðåç 
ϕÌÍÊ(r) – ôàçó, âîññòàíîâëåííóþ ÌÍÊ, ÷åðåç ϕñêð(r) – 
ñêðûòóþ ôàçó, ÷åðåç ϕÌÌÍÊ(r) = ϕÌÍÊ(r) + ϕñêð(r) – 
ôàçó, âîññòàíîâëåííóþ ìîäèôèöèðîâàííûì ÌÍÊ. 
Òîãäà îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ ôàçû ìîäèôèöèðî-
âàííûì ÌÍÊ, ñëåäóÿ [14], ìîæíî îïðåäåëèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 

P[Δñãë(r)] = P[P[ϕ(r)] − P[ϕÌÌÍÊ(r)]] = 

 = P[P[ϕ(r)] − P[ϕÌÍÊ(r) + ϕñêð(r)]]. (3) 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî 2D-ðàñïðåäåëåíèå îãðàíè-
÷åííîé ãëàâíûì çíà÷åíèåì îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ 
ôàçû ìîäèôèöèðîâàííûì ÌÍÊ.  

 

 
Ðèñ. 3. Ñâåðíóòàÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ ôàçû ìîäèôè- 
 öèðîâàííûì ÌÍÊ 
 

Âèäíî, ÷òî îøèáêà äîâîëüíî âåëèêà è ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ âî âñåì äèàïàçîíå îò −π äî π ðàäèàí, 
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õîòÿ òåîðåòè÷åñêè îíà äîëæíà áûòü áëèçêà ê íóëþ 
[10, 11]. Òàêàÿ ðàçíèöà ìåæäó P[ϕ(r)] è P[ϕÌÌÍÊ(r)] 
îáúÿñíÿåòñÿ ñãëàæèâàþùèì äåéñòâèåì îïåðàòîðà 
ÌÍÊ, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò èíòåðïîëÿöèþ ôàçû  
â îáëàñòè «íå çàìå÷àåìûõ» èì ðàçðûâîâ ïî çíà÷å-
íèÿì «ãëàäêîé» ôàçû, îïðåäåëÿåìîé  ïîòåíöèàëüíîé 
÷àñòüþ ãðàäèåíòà ôàçû. 

Äàííóþ îøèáêó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íåäî-
âîññòàíîâëåííóþ ÷àñòü ôàçû. Ðàçâåðíåì ðàññ÷è-
òàííóþ â ïðåäåëàõ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ôàçîâóþ 
ôóíêöèþ P[Δñãë(r)] ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ è ðåçóëüòàò 
ïðèáàâèì ê ϕÌÌÍÊ(r). Ïîëó÷àåì îöåíêó âîññòàíàâ-
ëèâàåìîé èç ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ôàçû ∼ϕ(r) =  
= ϕÌÌÍÊ(r) + Δñãë(r). Ïðèìåíèì ê ∼ϕ(r) îïåðàòîð 
ñâåðòûâàíèÿ P è íàéäåì â ïðåäåëàõ ãëàâíîãî çíà-
÷åíèÿ ðàçíîñòü ãëàâíûõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ ôóíê-
öèé ϕ(r) è ∼ϕ(r): 

 P[Δ1ñãë] = P[P[ϕ(r)] − P[∼ϕ(r)]] , (4) 

êîòîðóþ, àíàëîãè÷íî (3), òàêæå ìîæíî òðàêòîâàòü 
êàê îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ èëè êàê íåäîâîññòàíîâ-
ëåííóþ ÷àñòü ôàçû ϕ(r). Ðàçâåðòêà åå ñ ïîìîùüþ 
ÌÍÊ ïîçâîëÿåò íàéòè îöåíêó  

 ∼ϕ1(r) = ∼ϕ(r) + Δ1ñãë = ϕÌÌÍÊ + Δñãë + Δ1ñãë   

è çàòåì îøèáêó 

 P [Δ2ñãë] = P {P[ϕ(r)] − P[∼ϕ1(r)]} . (5) 

Ïðèìåíåíèå ÌÍÊ ê (5) äàåò îöåíêó âîññòà-
íàâëèâàåìîé ôàçû  

~ϕ2(r) = ~ϕ1(r) + Δ2ñãë = ~ϕ(r) + Δ1ñãë + Δ2ñãë = 

 = ϕÌÌÍÊ + Δñãë + Δ1ñãë + Δ2ñãë. (6) 

Ýòîò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðî-
äîëæåí äî äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè îöåíêè 
ôàçû. Ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ Δñãë(r) äëÿ èíòåðôåðî-
ãðàììû íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.  

 

 
Ðèñ. 4. Îøèáêà Δñãë(r) 

 
Âèäíî, ÷òî «íåäîñòàþùàÿ» ïîñëå ïðèìåíåíèÿ 

ìîäèôèöèðîâàííîãî ÌÍÊ ÷àñòü ôàçîâîé ôóíêöèè 
èíòåðôåðîãðàììû íà ðèñ. 1 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷å-
íèÿ, ïðåâûøàþùèå π. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà îøèáêà (4).  

 
Ðèñ. 5. Îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ ôàçû ïîñëå âòîðîé èòåðà- 
 öèè ÌÍÊ 

 

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ, ò.å. äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ïðèìåðà äîñòàòî÷íî äâóõ 
èòåðàöèé, ÷òîáû èñêëþ÷èòü îøèáêó ñãëàæèâàíèÿ.  
 

Çàêëþ÷åíèå 

Ïðåäëîæåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà èñêëþ-
÷åíèÿ îøèáêè ñãëàæèâàíèÿ, âîçíèêàþùåé ïðè ðàç-
âåðòêå ôàçû èç åå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ìåòîäîì íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íà ïðèìåðå èíòåðôåðîãðàììû 
ðàäàðà ñ ñèíòåçèðîâàííîé àïåðòóðîé ïîêàçàíî, ÷òî 
óæå äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ÌÍÊ ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ ýòîé îøèá-
êè. Èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ÌÍÊ íà 
ïåðâîé èòåðàöèè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü è ñêðûòóþ ôàçó. 
Îäíàêî åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî íàëè÷èå òî÷åê âåòâëåíèÿ 
ôàçû âûçâàíî íå îñîáåííîñòÿìè îáúåêòà èíòåðôå-
ðîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, à øóìàìè, òî íåîáõî-
äèìîñòè ó÷èòûâàòü ñêðûòóþ ôàçû íåò è íà ïåðâîé 
èòåðàöèè ñëåäóåò òàêæå èñïîëüçîâàòü îáû÷íûé ÌÍÊ. 
 Ðàáîòà èíèöèèðîâàíà ó÷àñòèåì â èíòåãðàöèîí-
íîì ïðîåêòå Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ «Àýðîêîñ-
ìè÷åñêàÿ ðàäèîëîêàöèÿ è ðàäèîìåòðèÿ çåìíûõ ïî-
êðîâîâ». 
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