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Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ëó÷åé è ïàðàìåòðàìè òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé çåìíîé àòìîñôåðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ 
îáîñíîâàíû ìîäèôèöèðîâàííûå çàêîíû ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà è íîâûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ àòìîñôåðíûõ ïîïðà-
âîê ê äàëüíîñòè. 

 

 

Ïðè âû÷èñëåíèè àòìîñôåðíûõ ïîïðàâîê ê ðåçóëüòàòàì îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèé äàëüíîñòè èëè óã-
ëîâûõ âåëè÷èí â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Â ðàì-
êàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ àòìîñôåðíûå ïîïðàâêè îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî òðàåêòîðèÿì ãåîìåòðî-
îïòè÷åñêèõ ëó÷åé, äëÿ îòûñêàíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ðåøèòü ëó÷åâûå óðàâíåíèÿ [1]. 

Â ëèòåðàòóðå [1—3] îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû ðàñ÷åòà àòìîñôåðíûõ ïîïðàâîê, êîòîðûå òðåáóþò çíà-
íèÿ èñòèííîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà (÷òî íå âñåãäà 
îñóùåñòâèìî íà ïðàêòèêå), ëèáî ïðåäïîëàãàþò çàìåíó ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûì ïðèáëèæåííûì 
ìîäåëüíûì ïðîôèëåì (÷òî ñíèæàåò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ àòìîñôåðíûõ ïîïðàâîê). Â ðàáîòàõ [4, 5] 
ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ìåòîäû îï-
ðåäåëåíèÿ àòìîñôåðíûõ ïîïðàâîê, íå íóæäàþùèåñÿ â èñïîëüçîâàíèè èñòèííîãî ëèáî ìîäåëüíîãî àò-
ìîñôåðíîãî ïðîôèëÿ è íå òðåáóþùèå îòûñêàíèÿ ÿâíîãî âèäà òðàåêòîðèé ëó÷åé. Ñóòü äàííîãî ïîäõî-
äà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî îáû÷íûõ [1] äèôôåðåíöèàëüíûõ ëó÷åâûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ 
ýêâèâàëåíòíûå èì èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ óñðåäíåííûõ âäîëü ëó÷åé âåëè÷èí [4, 
5]. Ïðè÷åì ýòè âåëè÷èíû ïîäáèðàþòñÿ òàêèìè, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî íåïîñðåäñòâåííî ïðåäñòàâèòü 
÷åðåç ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå âåëè÷èíû. 

Ðàññìîòðèì â ðàìêàõ ïîäõîäà [5] íîâûå ôîðìóëèðîâêè çàêîíîâ ïðåëîìëåíèÿ ãåîìåòðî-
îïòè÷åñêèõ ëó÷åé â òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé àòìîñôåðå è íîâûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ àòìîñôåðíûõ 
ïîïðàâîê ê äàëüíîñòè. 

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ ñîîòíîøåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ [5] âûáåðåì ïåðâûé èíòåãðàë ëó÷åâîãî óðàâ-
íåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè 
 

 (1) 
 

à òàêæå óñðåäíåííûé âäîëü òðàåêòîðèè ãåîìåòðîîïòè÷åñêîãî ëó÷à ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà 
 

 (2) 
 

è ðàäèóñ-âåêòîð rL, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëüíóþ òî÷êó (r = 0) òðàåêòîðèè ëó÷à ñ êîíå÷íîé (r = rL), 
 

 (3) 
 

Çäåñü ï(r) — òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíûé ïðîôèëü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà; σ —  ëó÷åâàÿ êî-

îðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü òðàåêòîðèè ëó÷à (σ = 0 ïðè r = 0); 
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= σ∫  — äëèíà òðàåêòîðèè ëó÷à; LL = r  — ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöåâûìè òî÷-

êàìè òðàåêòîðèè ëó÷à ïî ïðÿìîé; èíäåêñàìè «0» è «L» ñíàáæåíû âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñò-
âåííî â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ òðàåêòîðèè. 

Ïðåäñòàâëÿÿ èíòåãðàëû (1)—(3) â âèäå ðàçëîæåíèÿ Ýéëåðà—Ìàêëîðåíà [6], ïîëó÷èì 
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èçâîäíûì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà [5]. 
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè äëÿ 

óñðåäíåííûõ âäîëü ëó÷åé âåëè÷èí (4)—(7). 
1. Ïîëó÷èì çàêîí ïðåëîìëåíèÿ Ñíåëëèóñà ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû. Ïóñòü ñâîéñòâà ñðåäû èçìåíÿ-

þòñÿ â íàïðàâëåíèè h. Òîãäà ∇ïL + ∇ï0 = gh è ôîðìóëà (4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå 
 

 (8) 
 

Óìíîæàÿ (8) ïîî÷åðåäíî íà h è íà 1L, à çàòåì èñêëþ÷àÿ gS/2 èç ïîëó÷èâøèõñÿ óðàâíåíèé, ïðèõîäèì 
ê ñîîòíîøåíèþ 
 

nL – ï0cos(α0 + αL) = [nLcoszâL — n0coszâ0] ⋅ coszâL, 
 

ãäå cos(α0 + αL) = (101L); coszâ0 = (h10); coszâL = (h1L); α0, αL — óãëû ðåôðàêöèè; zâ0, zâL — âèäèìûå 
çåíèòíûå óãëû, èñêàæåííûå ðåôðàêöèåé. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α0 + αL = zâL — zâ0, ïîëó÷àåì 
 

 (9) 
 

èçâåñòíûé çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäû. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé 
(4)—(7) íåòðóäíî îáîáùèòü çàêîí ïðåëîìëåíèÿ íà ñëó÷àé òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû (îäíà èç 
ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëèðîâîê òàêîãî îáîáùåííîãî çàêîíà áóäåò ïðèâåäåíà íèæå, ïðè ðàññìîòðåíèè 
ðåôðàêöèîííîé ïîïðàâêè ê äàëüíîñòè). 

2. Ìîäèôèöèðóåì òåîðåìó Ëàïëàñà—Îðèàíè [2] äëÿ ñëó÷àÿ òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Â 

óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ýòà òåîðåìà , 1, 0 ,L
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Óìíîæàÿ (10) ïîî÷åðåäíî íà 10, h0 (h0 — íàïðàâëåíèå â çåíèò â íà÷àëüíîé òî÷êå òðàåêòîðèè), ïîëó÷èì 
 

 (11) 
 

 (12) 
 

ãäå zè — èñòèííûé çåíèòíûé óãîë â òî÷êå íàáëþäåíèÿ; gâ0 — ïðîåêöèÿ ∇ï0 íà h0; gr0 — ãîðèçîíòàëüíàÿ 
ïðîåêöèÿ ∇ï0 (ïðîåêöèÿ íà îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ h0 è ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåê-
òîðû h0, l0). 

Îïóñêàÿ äàëåå èíäåêñ «0» è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
 

 
 

ãäå αáîê — óãîë áîêîâîé ðåôðàêöèè, èç (11), (12) ïîëó÷àåì 
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 (13) 
 

Óðàâíåíèå (13) ñâÿçûâàåò óãîë ðåôðàêöèè α ñ âèäèìûì çåíèòíûì óãëîì zâ, óãëîì áîêîâîé ðåô-
ðàêöèè αáîê, ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ï0, åãî âåðòèêàëüíûì è ãîðèçîíòàëüíûì ãðàäèåíòàìè â òî÷êå 
íàáëþäåíèÿ, è îáîáùàåò òåîðåìó Ëàïëàñà—Îðèàíè íà ñëó÷àé òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Â ïðå-
íåáðåæåíèè áîêîâîé ðåôðàêöèåé αáîê = 0 èç (13) ïîëó÷àåì 
 

 (14) 
 

îòêóäà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå gr n gâ, ñëåäóåò 
 

 (15) 
 

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (15) äàåò èçâåñòíîå [2] ñîîòíîøåíèå òåîðåìû Ëàïëàñà—Îðèàíè ïëîñêîñëîèñòîé 
ñðåäû, à âòîðîå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ðåôðàêöèè çà ñ÷åò ãîðèçîíòàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè [7]. 

3. Ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè L è S â òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå è ñîîòíîøåíèå äëÿ àòìî-
ñôåðíîé ïîïðàâêè δL = S — L, ó÷èòûâàþùåé ðåôðàêöèîííîå èñêðèâëåíèå ëó÷à, ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (4)—(7) [5]: 
 

 (16) 
 

 (17) 
 

ãäå n  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5). 
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (17) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (16), êîòîðîå îïèñûâàåò èçìåíåíèå 

íàïðàâëåíèÿ ëó÷à ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè ìåæäó òî÷êàìè r = 0, r = rL è èìååò ñìûñë çàêîíà ïðå-
ëîìëåíèÿ òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâêè δL ñ ïîìîùüþ (17) íå íóæíî çíàòü ïðîôèëü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
íà òðàññå èçìåðåíèé è èñïîëüçîâàòü êàêèå-ëèáî àïðèîðíûå àòìîñôåðíûå ìîäåëè. Âñå âåëè÷èíû, âõî-
äÿùèå â (17), ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïóòåì èçìåðåíèé â êîíöåâûõ òî÷êàõ òðàññû. 

4. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå äëÿ óñðåäíåííîãî âäîëü òðàåêòîðèè ëó÷à ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
âîçäóõà (5). Âåëè÷èíà ï ó÷èòûâàåò îòëè÷èå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà â àòìî-
ñôåðå îò ñêîðîñòè ñâåòà â âàêóóìå è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïîïðàâêîé, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå çåìíîé 
àòìîñôåðû íà òî÷íîñòü äàëüíîìåðíûõ èçìåðåíèé [3]. Îáîáùàÿ ôîðìóëó (5) íà ñëó÷àé, â êîòîðîì â 
ðàçëîæåíèè Ýéëåðà—Ìàêëîðåíà èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ íå òîëüêî êîíöåâûõ 
(ï0, nL), íî è ðÿäà ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê òðàññû (ni, i = 1, 2, …), ïîëó÷èì [6, 8]: 
 

 (18) 
ãäå 
 

 (19) 
 

 (20) 
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ãäå ïò — ðåçóëüòàò òî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèè ñðåäíåèíòåãðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïî ìåòîäó 
òðàïåöèé; N—1 — ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê òðàññû, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ n, gâ, gã —âåð-
òèêàëüíàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ∇ï; zâ — âèäèìûé çåíèòíûé óãîë. 

Ïðè N = 1 ôîðìóëà (18) ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà âñå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü â êîíöåâûõ 
òî÷êàõ òðàññû. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíî-
íåîäíîðîäíîé àòìîñôåðû, îáîáùàþò ðåçóëüòàò ðàáîò [9, 10], îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè óïðîùåííûõ 
àòìîñôåðíûõ ìîäåëåé. 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòíûõ âîçìîæíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ n  áûë ïðî-
âåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, â ïðîöåññå êîòîðîãî èñïîëüçîâàëèñü ðåàëüíûå ïðîôèëè ï(r), ïîëó÷åí-
íûå â íàòóðíûõ óñëîâèÿõ äëÿ òðàññû äëèíîé 1 êì [11]. Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî 
èìåþùèìñÿ ïðîôèëÿì ï(r) âû÷èñëÿëîñü íà ÝÂÌ òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû n  ïî ôîðìóëå (2), äëÿ ýòèõ 
æå ïðîôèëåé âåëè÷èíà n  îïðåäåëÿëàñü è ïî ôîðìóëå (18). Ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè 
õàðàêòåðèçóåò îøèáêó îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ nΔ  ïî ôîðìóëå (18). Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà 
àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ýòîé ðàçíîñòè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà òî÷åê òðàññû, â êîòîðûõ 
ïðîâîäÿòñÿ ëîêàëüíûå èçìåðåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Çäåñü æå ïîêàçàíà âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè 
îïðåäåëåíèÿ ï òðàäèöèîííûì ìåòîäîì òðàïåöèé (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Âèäíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä 
ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü â äàííûõ óñëîâèÿõ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ óñðåäíåííîãî âäîëü òðàññû ïîêàçà-
òåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà äî 1,5 ⋅ 10–7 ïðè N = 1 è ñäåëàòü åå ìíîãî ìåíüøåé 10–7 ïðè N ≥ 2. 
 

 
 

Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà ïî ôîðìóëàì (18) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è (19) 

(øòðèõîâàÿ) 6
10n

−

Δ = δ ⋅  â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ 

 

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà Âñåñîþçíîì ñèìïîçèóìå ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ëà-
çåðíîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå (ßêóòñê, 1989). 
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À . V .  Ð r î k î ð î v ,  Å . V .  R å m à å v ,  À . V .  B r a z h n i c h e n k o . The Optical Refraction Integral 
Theorems for Three-Dimensional Inhomogeneous Atmosphere and its Geodetic Applications. 

The analytical relationships between the geometric-optical rays integral characteristics and the parameters of three-
dimensional atmosphere are derived. The modified laws of the refraction and the new formulas for atmospheric range meas-
urement corrections are obtained. 


