
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 21, ¹ 3 (2008) 

 Ðàññåÿíèå ñâåòà öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû… 3. Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ 223 
 

 

ÓÄÊ 535.36 
 

 Ê.À. Øàïîâàëîâ 
 

Ðàññåÿíèå ñâåòà öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû  
â ïðèáëèæåíèè Âåíòöåëÿ–Êðàìåðñà–Áðèëëþýíà.  

3. Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ 
 

Êðàñíîÿðñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ìåäèöèíñêàÿ àêàäåìèÿ 
 

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27.09.2007 ã. 
 

Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ìàëîóãëîâîé èíäèêàòðèñû (èëè ýëåìåíòà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ f11)  
è ìàëîóãëîâîé àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèì» êðóãîâûì öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû ïðè 
ïàäåíèè ñâåòà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà â ïðèáëèæåíèè Âåíòöåëÿ–Êðàìåðñà–Áðèëëþýíà 
(ÂÊÁ). Ïðèâåäåíî óòî÷íåííîå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèì» êðóãî-
âûì öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû ïðè ïàäåíèè ñâåòà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà â ïðèáëèæå-
íèè ÂÊÁ. 

 
 
Èññëåäîâàíèå ðàññåÿíèÿ ñâåòà íåñôåðè÷åñêèìè 

÷àñòèöàìè, âõîäÿùèìè â ñîñòàâ åñòåñòâåííûõ è àí-
òðîïîãåííûõ àýðîçîëåé, âçâåñÿìè ãèäðîçîëåé, ëåäÿ-
íûìè êðèñòàëëàìè, èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå äëÿ ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû è îêåà-
íà, â êîëëîèäíîé õèìèè è äð. [1].  

Äëÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèõ» (⏐m – 1⏐ << 1, ãäå m – 
îòíîñèòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ÷àñòèöû) ñâå-
òîðàññåèâàþùèõ ÷àñòèö íåñôåðè÷åñêîé ôîðìû óäîáíî 
èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèÿ Ðýëåÿ–Ãàíñà–Äåáàÿ (ÐÃÄ), 
àíîìàëüíîé äèôðàêöèè (ÀÄ) [2] è Âåíòöåëÿ–Êðà- 
ìåðñà–Áðèëëþýíà (ÂÊÁ). 

Ïðè÷åì îáû÷íî äëÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèõ» ÷àñòèö, 
èìåþùèõ ðàçìåð áîëüøå äëèíû âîëíû, îñíîâíàÿ 
äîëÿ ðàññåÿííîé ýíåðãèè ñîñðåäîòî÷åíà â ìàëûõ 
óãëàõ ðàññåÿíèÿ [3]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâîäèò-
ñÿ àíàëèç èíäèêàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ â ìàëîóãëî-
âîé îáëàñòè êîíå÷íûì êðóãîâûì öèëèíäðîì â ïðè-
áëèæåíèè Âåíòöåëÿ–Êðàìåðñà–Áðèëëþýíà äëÿ 
ñâåòà, ïàäàþùåãî ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè 
öèëèíäðà. 

 

1. Îáùåå âûðàæåíèå  
äëÿ àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ 
 
×òîáû êîððåêòíî ó÷åñòü ñâåòîðàññåÿíèå â ïðî-

ñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî ââåñòè äâà óãëà âî âçàèìíî 
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ: óãîë ðàññåÿíèÿ β, 
îòñ÷èòûâàåìûé îò íàïðàâëåíèÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä 
(âäîëü îñè y), è äîïîëíèòåëüíî àçèìóòàëüíûé óãîë 
ðàññåÿíèÿ α, îòñ÷èòûâàåìûé îò íàïðàâëåíèÿ îñè z 
(ðèñ. 1). 

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àìïëè-
òóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ, â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ [4, 5], 
ïîëó÷èì áîëåå ñëîæíîå, ÷åì â [4], âûðàæåíèå â ñêà-
ëÿðíîì âèäå: 
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ψ2(t, ϕ) = 
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Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà êðóãîâîì öèëèíäðå 

ðàäèóñîì a è âûñîòîé H (i, s – íàïðàâëåíèÿ åäèíè÷íûõ 
  âåêòîðîâ ïàäàþùåãî è ðàññåÿííîãî ñâåòà ñîîòâåòñòâåííî) 
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Îäíàêî åñëè àçèìóòàëüíûé óãîë ðàññåÿíèÿ áëè-
çîê ê íàïðàâëåíèþ âïåðåä, ò.å. α → π/2, òî âûðàæå-
íèå äëÿ àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ (1) ïîëíîñòüþ 
ïåðåõîäèò â ïîëó÷åííîå íàìè â [4]. 

Äàëåå, ïî-ïðåæíåìó îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà 

àçèìóòàëüíûé óãîë ðàññåÿíèÿ α = π/2, ÷òî çíà÷è-
òåëüíî óïðîùàåò äàëüíåéøèå âûðàæåíèÿ, íî íåñêîëü-
êî ñíèæàåò èõ îáùíîñòü. 

 

2. Ìàëîóãëîâàÿ àìïëèòóäà  
ñâåòîðàññåÿíèÿ 

 
Ïðè ìàëûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ β << 1 è ïðè α = π/2 

èìååì sinβ ≈ β, cosβ ≈ 1 è sinα = 1, cosα = 0, ò.å. 

[ ]1( , , , ) cos sin 2 ,t tρψ α β ϕ = ρβ ϕ + Δ ϕ  ñëåäîâàòåëüíî, èç 
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3. Ìàëîóãëîâàÿ èíäèêàòðèñà  
ñâåòîðàññåÿíèÿ 

 
Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ (èëè ýëåìåíò ìàò-

ðèöû ðàññåÿíèÿ f11) äëÿ åñòåñòâåííîãî ñâåòà (ïîëÿ-
ðèçàöèÿ õàîòè÷íà) ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ôîðìóëå 
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ãäå ⎜f(β)⎪2 – êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû ñâåòîðàñ-
ñåÿíèÿ. 

Èñïîëüçóÿ (2) è (3), ïîëó÷èì ìàëîóãëîâóþ 
èíäèêàòðèñó ñâåòîðàññåÿíèÿ: 
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ïðè÷åì n = 0, 1, 2, 3, … . 
Ðÿä â (4) äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäèòñÿ. Íàïðè-

ìåð, ïðè m = 1,03 è ρβ ≤ 1 äëÿ îòíîñèòåëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè ìåíåå 5% íåîáõîäèìî èìåòü 4 ÷ëåíà ðÿäà, 
à ïðè ρβ ≤ 2 íåîáõîäèìî 7 ÷ëåíîâ. Íî äëÿ êîððåêò-

íîãî ðàñ÷åòà ìàëîóãëîâîé èíäèêàòðèñû â (4) ñëåäó-
åò èñïîëüçîâàòü áîëüøèå äèôðàêöèîííûå ïàðàìåò-
ðû ρ > 5 ÷ 10. 

Ïðè ìàëûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ < 1 â àìïëèòóäå 
ñâåòîðàññåÿíèÿ (2) ìîæíî ïîëíîñòüþ ïðåíåáðå÷ü çíà-
÷åíèåì ìíèìîé ÷àñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåàëüíîé, ïî-
ýòîìó èíäèêàòðèñà (4) íåñêîëüêî óïðîñòèòñÿ: 
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Çàòåì, ðàçëàãàÿ â ðÿä ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðè ìà-
ëûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ < 1 â (5), ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå âèäà 
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÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ èíäèêàòðèñû â ïðè-
áëèæåíèè ÐÃÄ ïðè áîëüøèõ äèôðàêöèîííûõ ïàðà-
ìåòðàõ ρ > 1 [5, 6]. 

Íàîáîðîò, ïðè áîëüøèõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ > 10 
â àìïëèòóäå ñâåòîðàññåÿíèÿ (2) ìîæíî ïîëíîñòüþ 
ïðåíåáðå÷ü çíà÷åíèåì ðåàëüíîé ÷àñòè ïî ñðàâíåíèþ 
ñ ìíèìîé, ÷òî äàåò 
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Äàëåå, ðàçëàãàÿ â ðÿä ïî Δ ôóíêöèè Ñòðóâå ïðè 
ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ → ∞ â (7), ïîëó÷èì 
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Îòìåòèì, ÷òî (8) ñîâïàäàåò ñ èíäèêàòðèñîé äëÿ 
äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà íà äëèííîé ùåëè øèðèíîé 
2ρ [7]. 

Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîé ìàëîóãëîâîé èíäè-
êàòðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ f11(β)/f11(0) îò ρβ äëÿ áåñ-
êîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà (ñòðîãîå ðåøåíèå) è êî-
íå÷íîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ  
ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ m = 1,03 ïðè íåñêîëü-
êèõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ ïîêàçàíà íà ðèñ. 2. 

Ðàñ÷åòû äëÿ áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà âå-
ëèñü ïî àëãîðèòìó, óêàçàííîìó â [8], äëÿ êîíå÷íîãî 
êðóãîâîãî öèëèíäðà â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ – ïî ôîð-
ìóëå (4) ïðè ñåìè ÷ëåíàõ ðÿäà, â ïðèáëèæåíèè ÐÃÄ 
è äëÿ äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà – ïî ôîðìóëàì (6)  
è (8) ñîîòâåòñòâåííî. 



 Ðàññåÿíèå ñâåòà öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû… 3. Èíäèêàòðèñà ñâåòîðàññåÿíèÿ 225 
 

 

f11(β)/f11(0) 

0 

0,5 

0 1 2 3
ρβ 

1 
2 
3 
4 

 
à 

0 

0,5 

0 1 2 3ρβ 

f11(β)/f11(0) 

 
á 

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîé ìàëîóãëîâîé èíäèêàò-
ðèñû ñâåòîðàññåÿíèÿ f11(β)/f11(0) îò ρβ äëÿ áåñêîíå÷íî äëèí-
íîãî (1) è êîíå÷íîãî êðóãîâîãî öèëèíäðîâ â ïðèáëèæåíè-
ÿõ ÂÊÁ (2), ÐÃÄ (3), äëÿ äèôðàêöèè Ôðàóíãîôåðà (4)  
ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ m = 1,03 è ïðè ôàçîâûõ ñäâè- 
  ãàõ: à – Δ = 0,72; á – Δ = 90 

 
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ ìà-

ëîóãëîâàÿ èíäèêàòðèñà ÂÊÁ (4) ïåðåõîäèò â ñîîò-
âåòñòâóþùóþ èíäèêàòðèñó ÐÃÄ (6) (ðèñ. 2, à),  
à ïðè áîëüøèõ ôàçîâûõ ñäâèãàõ àñèìïòîòè÷åñêè 

ñòðåìèòñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ äèôðàêöèè Ôðàóíãîôå- 
 

ðà (8) (ðèñ. 2, á). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè-
÷åíèè ôàçîâîãî ñäâèãà àíàëîãè÷íî èíòåãðàëüíîé 
èíäèêàòðèñå ñâåòîðàññåÿíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö [9] 
íàáëþäàþòñÿ õàðàêòåðíûå çàòóõàþùèå îñöèëëÿöèè 
ìàëîóãëîâîé èíäèêàòðèñû. 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïðåäñòàâëåíî óòî÷íåííîå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ 

àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèì» êðó-
ãîâûì öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû ïðè ïàäåíèè ñâåòà 

ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà â ïðè-
áëèæåíèè Âåíòöåëÿ–Êðàìåðñà–Áðèëëþýíà. Ïîëó-
÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ìàëîóãëîâîé èíäèêàò-
ðèñû è àìïëèòóäû ñâåòîðàññåÿíèÿ îïòè÷åñêè «ìÿã-
êèì» öèëèíäðîì êîíå÷íîé äëèíû ïðè ðàçëè÷íûõ 

ôàçîâûõ ñäâèãàõ Δ äëÿ ñâåòà, ïàäàþùåãî ïåðïåíäè-
êóëÿðíî îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà. Óêàçàíû àñèìïòî-
òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ìàëîóãëîâîé èíäèêàòðèñû ñâå-
òîðàññåÿíèÿ îïòè÷åñêè «ìÿãêèì» öèëèíäðîì êîíå÷-
íîé äëèíû ïðè ìàëûõ (Δ < 1) è áîëüøèõ (Δ → ∞) 
ôàçîâûõ ñäâèãàõ. 
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K.A. Shapovalov. Light scattering by finite length cylinder in Wentzel–Kramers–Brillouin approxima-
tion. 3. Light scattering phase function. 

The expressions for calculation of small-angle phase function (or element of scattering matrix f11) and 
small-angle light scattering amplitude by optically «soft» circular cylinder of finite length for incident light  
direction perpendicular to the axis of cylinder in Wentzel–Kramers–Brillouin approximation are obtained.  
The more precise general expression for light scattering amplitude by optically «soft» circular cylinder of finite 
length for incident light direction perpendicular to the axis of cylinder in Wentzel–Kramers–Brillouin  
approximation is given. 


