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Äàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé ðàññåÿíèÿ â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè-
êè ñ ãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m = 4/3 ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ, 
ïðåäñòàâëÿþùèõ ëó÷è ïîñëå p ïðîõîäîâ âíóòðè øàðà. Èññëåäóåòñÿ ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà ïàðöèàëüíûõ èíäè-
êàòðèñ â çàâèñèìîñòè îò óãëà ðàññåÿíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ðàçëîæåíèÿ îáðàòíîé çàâèñèìîñòè óãëà ïàäåíèÿ îò óãëà ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé m îò 1,1 äî 
1,8 ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè ñóììàðíûõ èíäèêàòðèñ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ïðîöåäóðû. Èç àíàëèçà 
ýòèõ ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îò 1,1 äî 1,5 íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå óãëà, 
â êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíî 90% ðàññåÿííîé ýíåðãèè îò ∼ 20 äî 90°. Ïðè ðîñòå çíà÷åíèé > 2m  íàáëþäàåòñÿ 
ðåçêîå óâåëè÷åíèå ðàññåÿíèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, îáóñëîâëåííîå ðàññåÿíèåì ïàðöèàëüíîãî ëó÷à ñ p = 2 
â ýòó îáëàñòü. Â áîëüøîì äèàïàçîíå óãëîâ ðàññåÿíèÿ â ïåðåäíåé ïîëóñôåðå è â îòäåëüíûõ ïîääèàïàçîíàõ  
â çàäíåé ïîëóñôåðå çíà÷åíèå ñóììàðíîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïàðöèàëüíûõ èíäè-
êàòðèñ ñ p = 0 è 1, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ. 
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Ââåäåíèå 
 

Èçëîæåíèå òåîðèè ðàññåÿíèÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñ-
òèö â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (ÃÎ) 
èìååòñÿ â ðÿäå ìîíîãðàôèé [1–3]. Îäíàêî èìåþ-
ùèåñÿ â íèõ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà èíäèêàòðèñ ðàñ-
ñåÿíèÿ ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèö äëÿ ïîêàçàòå-
ëåé ïðåëîìëåíèÿ m = 4/3, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîäÿ-
íûì êàïëÿì. Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû èìåþòñÿ â [4] 
äëÿ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ, áëèçêèõ ê åäèíèöå, 
îòíîñÿùèõñÿ ê ãèäðîçîëÿì. Òàêèì îáðàçîì, îòñóò-
ñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå î ñèñòåìàòè÷åñêèõ êà÷åñòâåí-
íûõ èçìåíåíèÿõ çàêîíîìåðíîñòåé óãëîâîé çàâèñè-
ìîñòè èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ ñ èçìåíåíèåì ïîêà-
çàòåëÿ m. Â òî æå âðåìÿ âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâåííîãî 
îòëè÷èÿ çíà÷åíèÿ m â îáëà÷íûõ êàïëÿõ ïðè íèçêèõ 
òåìïåðàòóðàõ îò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ æèäêîé 
âîäû ïðè ïîëîæèòåëüíûõ òåìïåðàòóðàõ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â ðàáîòå [5]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàáëè÷íûå 
ðåçóëüòàòû òðóäíî èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷åòíûõ ðàáî-
òàõ, õîòÿ ýòî è ïðèõîäèòñÿ äåëàòü ïðè îïðåäåëåíèè 
ðàññåÿíèÿ íà êðóïíûõ îáëà÷íûõ êàïëÿõ. Â ÷àñòíî-
ñòè, òàáëè÷íûå äàííûå ðàáîòû [1] èñïîëüçóþòñÿ  
â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîé èíäèêàòðèñû ïðè èññëåäîâà-
íèè ðàññåÿíèÿ íà îñöèëëèðóþùèõ ïðè ïàäåíèè äî-
æäåâûõ êàïëÿõ [6, 7]. 
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Ïðè ðàñ÷åòå èíäèêàòðèñ â ïðèáëèæåíèè ÃÎ âîç-
íèêàåò ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ óãëîâ ïàäåíèÿ íà êà-
ïëþ ïðè çàäàííûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ äëÿ ïàðöèàëüíûõ 
èíäèêàòðèñ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîå-
íèå àëãîðèòìîâ ýòèõ ðàñ÷åòîâ. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå äàåò-
ñÿ èçëîæåíèå îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé ðàññåÿíèÿ 
â ðàìêàõ ÃÎ ñ ãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì èíäè-
êàòðèñ. Çàòåì èññëåäóåòñÿ ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà ïàðöè-
àëüíûõ èíäèêàòðèñ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòå-
ðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ 
îáðàòíîé çàâèñèìîñòè óãëà ïàäåíèÿ îò óãëà ðàññåÿ-
íèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ïðîöåäóðû ïðîâîäÿòñÿ 

ðàñ÷åò ñóììàðíûõ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ äëÿ íåñêîëü-
êèõ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ â äèàïàçîíå 1,1–1,8  
è àíàëèç çàêîíîìåðíîñòåé èõ ïîâåäåíèÿ. 

 

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ 
 
Èçëîæåíèå êàðòèíû ðàññåÿíèÿ è íåîáõîäèìûå 

äëÿ ðàñ÷åòîâ ôîðìóëû èìåþòñÿ â [1–3]. Îäíàêî ïðè-
âåäåííûå òàì ñîîòíîøåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ââèäó ðàç-
ëè÷èÿ ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé, ïîýòîìó íèæå ìû ïðè-
âåäåì èçëîæåíèå ñîîòíîøåíèé â ôîðìå, êîòîðàÿ, 
ïî íàøåìó ìíåíèþ, îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî ÿñíóþ 
äëÿ ïîíèìàíèÿ êàðòèíó ïîëó÷àåìûõ ñîîòíîøåíèé. 
Ñõåìà õîäà ëó÷åé ñîãëàñíî çàêîíàì ãåîìåòðè÷åñêîé 
îïòèêè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. 

Óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïàäàþùåãî íà øàð 
ñâåòà è íîðìàëüþ ê åãî ïîâåðõíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ 
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà øàðå 

 
÷åðåç α, à ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ – ÷åðåç β. Ïðîöåññ 
ðàññåÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè ÃÎ ñîñòîèò èç îòðàæåíèÿ 
ñâåòà íà ïîâåðõíîñòè øàðà (ëó÷ ñ íîìåðîì p = 0), 
à òàêæå ïðè âûõîäå èç øàðà ëó÷åé, öèðêóëèðóþùèõ 
âíóòðè åãî (ëó÷è ñ p ≥ 1). Çäåñü p – ÷èñëî ïðîõî-
äîâ ëó÷à âíóòðè êàïëè ñ èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ. 
Ïîëíûé óãîë ïîâîðîòà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ 

ñîîòâåòñòâóþùåãî ëó÷à îáîçíà÷èì ÷åðåç Θð, ïðè 
ýòîì äëÿ ïàäàþùèõ âûøå îñè øàðà ëó÷åé ïîëîæè-
òåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ ïîâîðîò ðàññåÿííîãî ëó÷à â íà-
ïðàâëåíèè ÷àñîâîé ñòðåëêè. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî 
ïåðâûé ëó÷ îòðàæàåòñÿ â íàïðàâëåíèè Θ0 = (–π + 2α), 
à êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïîâîðà÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî ïðåäûäóùåãî íà óãîë (π – 2β). Ïîýòîìó 

 ( – 2 ) 2 – .p pΘ = π β + α π  (1) 

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè α è β îïðåäåëÿåòñÿ 
èçâåñòíûì çàêîíîì ïðåëîìëåíèÿ 

 α= βsin sin .m  (2) 

Ïîëó÷àåìûå ïî ôîðìóëå (1) óãëû ïðåâûøàþò 
äèàïàçîí îò 0 äî π, èìåþùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. 
Óãëû ðàññåÿíèÿ, ïðèâåäåííûå â ýòîò äèàïàçîí, áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θ è èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî 
ñòàíäàðòíóþ ôóíêöèþ θ = arccos(cosΘ). 

Ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2) ìåæäó óãëàìè íå çàâè-
ñÿò îò ïîëÿðèçàöèè ñâåòà. Â òî æå âðåìÿ êîýôôè-
öèåíòû îòðàæåíèÿ çàâèñÿò îò ïîëÿðèçàöèè è îïðå-
äåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôðåíåëÿ [8], êîòîðûå 
çàïèøåì â ïðèâåäåííîì â [1] âèäå, íå äîïóñêàþ-
ùåì íåîïðåäåëåííîñòè ïðè α = 0: 
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Çäåñü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ r1 îòíîñèòñÿ  

ê ïåðïåíäèêóëÿðíîé, à r2 ê ïàðàëëåëüíîé ïîëÿðèçà-
öèè (ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðåí è ïà-

ðàëëåëåí ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî). Ôîð-
ìóëû (3) ñïðàâåäëèâû è äëÿ ëó÷åé, îòðàæåííûõ ïðè 
ïàäåíèè íà ïîâåðõíîñòü èçíóòðè øàðà. 

Èç ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1 ñõåìû ñëåäóåò, ÷òî 

îòíîñèòåëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííûõ ëó÷åé îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 
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Ââèäó çàâèñèìîñòè εp îò ïîëÿðèçàöèè ëîãè÷íî 
ðàññìîòðåòü âíà÷àëå ðàññåÿíèå ëèíåéíî-ïîëÿðèçî- 
âàííîãî ñâåòà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êî-
ãäà íà øàð ðàäèóñîì a âäîëü îñè z ïàäàåò ëèíåéíî 
ïîëÿðèçîâàííûé ñâåòîâîé ïîòîê èíòåíñèâíîñòüþ I0, 
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè îòíîñèòåëüíî âåð-
òèêàëüíî ðàñïîëîæåííîé ïëîñêîñòè xz. Óãîë ìåæäó 
ýòîé è ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòÿìè îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ϕ. Èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ êàïëè îïðåäåëÿåòñÿ 
êàê îòíîøåíèå ïîòîêà ýíåðãèè â ëó÷å dW, ðàññåÿí-
íîé â ïðîñòðàíñòâåííûé óãîë dΩ = sinθdθdϕ, ê âå-
ëè÷èíå ýòîãî óãëà è ïîòîêó ýíåðãèè, ïàäàþùåé íà 
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå øàðà ïëîùàäüþ πa2: 
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîòîê ýíåðãèè íà ýëåìåíò ïîâåðõíî-
ñòè øàðà ðàâåí dW = I0a

2sinα dαdϕ, à ðàññåÿííûé 
ïîòîê ýíåðãèè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó εp îò ïàäàþùåãî 
ïîòîêà, èìååì âûðàæåíèå äëÿ ïàðöèàëüíîé èíäè-
êàòðèñû ðàññåÿíèÿ: 
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Ìíîæèòåëè â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ îòðàæàþò ðàç-
ëîæåíèå ïî ïîëÿðèçàöèÿì äëÿ ïëîñêîñòåé ñ óãëîì 
ϕ > 0. 

Äëÿ êîëüöåâîé îáëàñòè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ 
ïî ϕ èìååì 

 ( ) ( ) ( , ).ppk pk Dγ Θ =ε α α Θ   (8) 

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîëíîìó äèàïàçîíó óãëîâ Θ ñîîò-
âåòñòâóåò íåñêîëüêî äèàïàçîíîâ ïðèâåäåííîãî óãëà 
θ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ γpk(θ) íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ñóì-
ìèðîâàíèå ïî ýòèì ïîääèàïàçîíàì. Ïðè ýòîì ïîëíàÿ 
èíäèêàòðèñà γk(θ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðèâåäåííîãî 
óãëà è îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé 
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à äëÿ ñóììàðíîãî ïîòîêà ðàññåÿííîé ýíåðãèè èíäè-
êàòðèñà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé 

 γ θ = γ θ + γ θ1 2( ) ( ) ( ).  (10) 
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Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå (8) âûðàæåíèå èìå-
åòñÿ â [2], ãäå âåëè÷èíà D íàçûâàåòñÿ ðàñõîäèìî-
ñòüþ. Òàì æå óêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëåííûå ôîð-
ìóëàìè (9) èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ äëÿ êîëüöåâûõ 
îáëàñòåé ñîâïàäàþò ñ âû÷èñëÿåìûìè ïî òåîðèè Ìè 
âåëè÷èíàìè i1 è i2, äåëåííûìè íà êâàäðàò ïàðàìåò-
ðà Ìè x. Îòìåòèì, ÷òî â ìîíîãðàôèè Øèôðèíà [1] 
â âûðàæåíèè (5) áåðåòñÿ îòíîøåíèå íå ê ïîëíîìó 
ïîòîêó ïàäàþùåãî íà ñå÷åíèå êàïëè èçëó÷åíèÿ, à òîëü-
êî ê ïîòîêó ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëÿðèçàöèè. Â ðå-
çóëüòàòå èñïîëüçóåìàÿ òàì âåëè÷èíà τpk(θ) â 4 ðàçà 
áîëüøå âåëè÷èíû γpk(θ). 

Äëÿ ñëó÷àÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ïðè îòñóò-
ñòâèè ïîãëîùåíèÿ ïîëíûé ðàññåÿííûé ïîòîê ðàâåí 
ïîòîêó, ïàäàþùåìó íà ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå øàðà. 
Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë γ(θ) ïî âñåì óãëàì ðàñ-
ñåÿíèÿ îáÿçàí áûòü ðàâíûì åäèíèöå, à èç íåçàâè-
ñèìîñòè ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ îò íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ-
ðèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ γk(θ) ýòîò èíòåãðàë ðàâåí 
1/2, ò.å. èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 

 
π

γ θ θ θ =∫
0

( )sin( ) 1 2,k d  
π

γ θ θ θ =∫
0

( )sin( ) 1.d  (11) 

Åñòåñòâåííûé ñâåò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå 

ñóììû äâóõ íåêîãåðåíòíûõ (íåçàâèñèìûõ) ïîòîêîâ 
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ñ ïîëîâèí-
íîé èíòåíñèâíîñòüþ [8]. Â ýòîì ñëó÷àå â âûðàæå-
íèè (6) ìíîæèòåëè â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ çàìåíÿþòñÿ 
íà îäèíàêîâûé äëÿ îáåèõ ïîëÿðèçàöèé ìíîæèòåëü, 
ðàâíûé 1/2. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ϕ çàâèñèìîñòü 
γ(θ) îïÿòü ïðèíèìàåò âèä (10). 

 

2. Àíàëèç îñîáåííîñòåé  
ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ 

 

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, íåñìîòðÿ íà 

èõ ïðîñòîòó, ïðèâîäÿò ê äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàâèñè-
ìîñòè èíäèêàòðèñ îò óãëà ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ïîíèìàíèÿ 
îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ γ(m, θ) ïðîâåäåì âíà÷àëå 
îáû÷íîå èññëåäîâàíèå ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà [9], â îñíîâå êîòîðî-
ãî ëåæèò èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíê-
öèè ïî åå àðãóìåíòàì. 

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ
 

ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïðàâîé ÷àñòè ñî-
îòíîøåíèÿ (1) è ñ èñïîëüçîâàíèåì (2) ïðèíèìàþò âèä 
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2 1– ,
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Ïðîèçâîäíûå îáðàòíîé ôóíêöèè α(Θ) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ïðÿìîé ôóíêöèè Θ(α) ïî-
ñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé [9]: 

 ′α =
′Θ

1
,  

′′Θ
′′α =

′Θ
3

–
,

( )
 

′′ ′ ′′′Θ ΘΘ
′′′α =

′Θ

2

5

3( ) –
.

( )
 (15) 

Èç âûðàæåíèÿ (13) ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü 
âòîðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ m > 1 íà âñåì èíòåðâàëå 
èçìåíåíèÿ óãëà α îò 0 äî π/2, ÷òî îïðåäåëÿåò ìîíî-
òîííûé ðîñò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà ýòîì èíòåðâàëå. 
À ïîñêîëüêó, êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (12), Θ′(α) 
ïîëîæèòåëüíà äëÿ p < m ïðè α = 0, òî îíà ïîëîæè-
òåëüíà è íà âñåì èíòåðâàëå óãëîâ α. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ïðè p < m óãîë Θ ïîñòîÿííî ðàñòåò, ò.å. îòñóòñòâóþò 
òî÷êè ïîâîðîòà ëó÷à. Ïðåäïîëàãàÿ â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå èññëåäîâàíèå ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ m ≤ 2, 
îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé p < m ñîîòâåòñòâóåò p = 0 è 1. 
È êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèÿ (1), äëÿ p = 0 óãîë Θ 

ðàñòåò îò –π äî 0, à äëÿ p = 1 îò 0 äî π – 2arcsin(1/m) 
ñ óâåëè÷åíèåì α îò 0 äî π/2. 

 
2.1. Äèàïàçîíû óãëîâ ðàññåÿíèÿ  

ïðè p > m 
 

Ïðè p > m ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, êàê ñëåäóåò èç 
ñîîòíîøåíèÿ (12), îòðèöàòåëüíà â íà÷àëå èíòåðâàëà 
èçìåíåíèÿ óãëà α. Ñëåäîâàòåëüíî, â îòëè÷èå îò óêà-
çàííîãî âûøå ðîñòà óãëà Θ äëÿ p = 0 è 1, ïðè p > m 
â íà÷àëå èíòåðâàëà èìååò ìåñòî óìåíüøåíèå óãëà Θ 
ñ ðîñòîì óãëà α. Èç óêàçàííîé âûøå ìîíîòîííîñòè 
ðîñòà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî îíà ìîæåò 
äîñòè÷ü íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Èç âûðàæåíèÿ (12) ñëå-
äóåò, ÷òî óñëîâèåì îáðàùåíèÿ â íóëü ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé (óñëîâèå ïîÿâëåíèÿ ðàäóãè) ÿâëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå 

 
2 2

2

2

–
sin ;

–1
pr

p m

p
α =  ( ) 0.pr

′Θ α =  (16) 

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî p èìååòñÿ òîëüêî îäèí íóëü 
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, ÷òî ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíî-
ñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà âñåì èíòåðâàëå óãëîâ 
ïàäåíèÿ α îò 0 äî π/2. Åñòåñòâåííî, ÷òî óãîë ðàäó-
ãè Θpr ñ èñïîëüçîâàíèåì (1), (2) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ 
ñîîòíîøåíèåì 

    2 2 2 2

2 2 2

( –1) –

– –
–2 arcsin – arcsin .

( –1) –1

pr p

p m p m
p

m p p

Θ = π

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (17) 

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (16) è òàáëèöû çíà-
÷åíèé ïðèâåäåííûõ óãëîâ θpr äëÿ âîäíûõ êàïåëü 
èìåþòñÿ âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ, íàïðèìåð [1–3]. 
Îäíàêî äëÿ ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííûõ çàâèñèìîñòåé 
áîëåå óäîáíî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòà-
òîâ, ïîýòîìó ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò êðèâûå çàâèñè-
ìîñòè óãëîâ ðàäóãè, ïðèâåäåííûõ ê äèàïàçîíó îò 0 
äî π, îò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ 
çíà÷åíèé p. 

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî óãîë íàñòóïëåíèÿ ãëàâíîé 
ðàäóãè (p = 2) ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì 
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ è ïðè m = 2 ïðîÿâëÿåòñÿ  
â íàïðàâëåíèè òî÷íî íàçàä. Óãîë ðàäóãè ñ p = 3 

4.* 
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äëÿ m > 1,18 ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ïî-
êàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ è ïðè m = 1,312 ñîâïàäàåò  
ñ óãëîì ãëàâíîé ðàäóãè θr = 134,8°. Ìîæíî îòìåòèòü 
ñîâïàäåíèå óãëîâ ðàäóã ñ p = 4 è 5 ïðè m = 1,331  
è θr = 42,6° è ðàäóã ñ p = 6 è 7 ïðè m = 1,349  
è θ = 137,2°. Ïîçíàâàòåëüíîñòü ðèñ. 2 ñîñòîèò è â òîì, 
÷òî ÷èòàòåëü, çíàþùèé îá óâåëè÷åíèè ïîêàçàòåëÿ 

ïðåëîìëåíèÿ âîäû ñ óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû ñâå-
òà, ìîæåò ñðàçó ïîíÿòü ïåðåõîä öâåòà îò êðàñíîãî  
ê ôèîëåòîâîìó ïðè óâåëè÷åíèè óãëà ðàññåÿíèÿ  
â îñíîâíîé (p = 2) è îáðàòíîå ðàñïîëîæåíèå öâåòîâ 
â äîïîëíèòåëüíîé (p = 3) ðàäóãàõ. 
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííûõ óãëîâ ðàäóãè ñ p = 2 ÷ 7 
îò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Íîìåðà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò 
  çíà÷åíèÿì p 

 

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà [9] ñëåäóåò, 
÷òî òî÷êà íóëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðè 
ïîëîæèòåëüíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìóìîì ñàìîé ôóíêöèè, ò.å. minΘp = Θpr. Èç ýòî-
ãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè p > m óãîë ðàññåÿíèÿ íà÷èíàåò 
óìåíüøàòüñÿ ñ ðîñòîì α îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ 
Θpí = Θp(α = 0) = π(ð – 1) äî ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ, ðàâíîãî Θpr. Íàçîâåì ýòîò äèàïàçîí óãëîâ ðàñ-
ñåÿíèÿ 

н
–

n
p p prΔΘ = Θ Θ  íèæíåé âåòâüþ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì èíäåêñà n, ïîñêîëüêó îí îòíîñèòñÿ  
ê óãëàì α < αpr. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñòàíî-
âîê ïîëó÷àåì äëÿ ýòîãî äèàïàçîíà ñëåäóþùåå ñîîò-
íîøåíèå: 

2 2 2 2

2 2 2
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2 arcsin – arcsin .

( –1) –1

n

p

p m p m
p

m p p

⎡ ⎤
⎢ ⎥ΔΘ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (18) 

Ïðè óâåëè÷åíèè óãëà α > αpr óãîë ðàññåÿíèÿ íà-
÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ è äîñòèãàåò ñâîåãî ïðåäåëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ ( 2).ppkΘ = Θ α = π  Ñîîòâåòñòâóþùèé 

äèàïàçîí óãëîâ ðàññåÿíèÿ –

v
p pr pkΔΘ = Θ Θ  áóäåì 

íàçûâàòü âåðõíåé âåòâüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíäåêñà 
v. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñòàíîâîê âûðàæåíèå 
äëÿ v

pΔΘ  ïðèîáðåòàåò âèä 
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p m
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⎜ ⎟
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(19)

 

Âûðàæåíèÿ (18) è (19) äîñòàòî÷íî ñëîæíû äëÿ 
àíàëèçà êà÷åñòâåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé, ïîýòîìó íà 
ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü äèàïàçîíîâ n

pΔΘ   
è v

pΔΘ  îò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ è ïàðöèàëüíîãî 
íîìåðà â ãðàôè÷åñêîì âèäå. 
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü íèæíåãî (à) è âåðõíåãî (á) äèàïàçî-
íîâ óãëîâ ðàññåÿíèÿ îò ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Íîìåðà 
  êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì p 

 

Èç ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3, à êðèâûõ ñëåäóåò, 
÷òî äëÿ íèæíåé âåòâè äèàïàçîí óãëîâ ìîæåò çíà÷è-
òåëüíî ïðåâûøàòü äèàïàçîí îò 0 äî π. Ýòî îçíà÷àåò, 
÷òî ïðè èçìåíåíèè óãëà ïàäåíèÿ α îò 0 äî αpr îäèí 
è òîò æå ïðèâåäåííûé óãîë ðàññåÿíèÿ ìîæåò ïîâòî-
ðÿòüñÿ íåñêîëüêî ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâî-
ðèòü î íåñêîëüêèõ âåòâÿõ ðàññåÿíèÿ äëÿ êàæäîãî 
êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ð > 2, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ 
îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì .

n
ps = ΔΘ π  Â äàëüíåé-

øåì áóäåì íàçûâàòü âåòâè ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè s 
äîïîëíèòåëüíûìè è íóìåðîâàòü èõ ïî ìåðå âîçðàñ-
òàíèÿ óãëà ïàäåíèÿ. Êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ 
âåòâåé äëÿ êàæäîãî p îïðåäåëÿåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ s. 
Âåòâü, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðàäóãà, áóäåì íàçûâàòü 
ãëàâíîé âåòâüþ. 

Èç ðèñ. 3, à âèäíî, ÷òî äëÿ m = 1,1 êîëè÷åñòâî 
äîïîëíèòåëüíûõ âåòâåé ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò íóëÿ 
ïðè p = 2 äî 5 ïðè p = 9. Äëÿ äèàïàçîíà m = 1,32–
1,4 ïàðû ëó÷åé ñ p = 4,5; 6,7 è 7,8 èìåþò 1, 2 è 3 äî-
ïîëíèòåëüíûå âåòâè ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëó÷àå 
êðèâûå ðèñ. 3, à ïîëåçíû ïðè ñîñòàâëåíèè ïðîãðàìì 
ñóììèðîâàíèÿ îáùåé èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ øàðîì. 
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Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðèâåäåííîé âåëè÷èíû  
θ îòìåòèì, ÷òî äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé n ïðè 
2nπ ≤ Θ ≤ (2n + 1)π ïðèâåäåííàÿ âåëè÷èíà θ ðàñòåò 
ñ ðîñòîì Θ è óìåíüøàåòñÿ ïðè (2n – 1)π ≤ Θ ≤ 2nπ. 
  Èç äàííûõ ðèñ. 3, á âèäíî, ÷òî äèàïàçîí óãëîâ 
ðàññåÿíèÿ âåðõíåé âåòâè íàìíîãî ìåíüøå π è áûñòðî 
óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì p è óìåíüøåíèåì m. Õàðàêòåð 
ïîâåäåíèÿ ïðèâåäåííîãî óãëà ðàññåÿíèÿ ïîñëå ïðîõî-
æäåíèÿ óãëà ðàäóãè îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå 

ñîîòíîøåíèÿìè. À èìåííî: ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè 

Θ, êðàòíîé öåëîìó ÷èñëó π (åñëè ýòî ñëó÷àåòñÿ), ðîñò 
óãëà θ ìåíÿåòñÿ íà åãî óìåíüøåíèå è íàîáîðîò. 
 

2.2. Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè  
ïîâåäåíèÿ ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ 
 

Îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ïàðöèàëüíûõ 
èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ (8) îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì 
ðàñõîäèìîñòè Dp, çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ êîòîðîãî 
(7) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü â òî÷êàõ ðàäóã è ïðè 
óãëàõ ðàññåÿíèÿ, êðàòíûõ π (sinθ = 0). Àíàëèç ïî-
âåäåíèÿ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ â ðàéîíå ðàäóã òðå-
áóåò äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ âûêëàäîê, êîòîðûìè ìû 
â ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè çàíèìàòüñÿ íå áóäåì. Â äàí-
íîì ðàçäåëå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, â êîòîðîì ðàç-
ëè÷àþòñÿ äâå ñèòóàöèè. Ïåðâàÿ îòíîñèòñÿ ê ñòðåì-
ëåíèþ sinθ ê íóëþ äëÿ ïðèîñåâûõ ëó÷åé (α ≈ 0), 
ïðè ýòîì ìíîæèòåëü sinα â ÷èñëèòåëå òàêæå ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü 
âèäà 0/0. Äëÿ ðàñêðûòèÿ ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè 
çàìåíÿåì îòíîøåíèå sin α/sin θ íà dα/dθ è, èñïîëü-
çóÿ âûðàæåíèÿ (3), (4), (8) è (12), ïîëó÷àåì 
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,1 ,2 4 2
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(0, ) (0, )

( 1) ( – )
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m

m m p
γ π = γ π = ×

+
 

 
⎧θ = =⎪⎛ ⎞

× ⎨⎜ ⎟
+ θ = π =⎝ ⎠ ⎪⎩

2( –1)
–1 0, 1,3,5...

.
1 , 2,4,6...

p
m p

m p
 (20) 

Îñîáûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî ïðè p = 0, äëÿ êîòîðî-
ãî ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê ñîîòíî-
øåíèÿì 

  
−⎛ ⎞γ π = γ π = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

2

0,1 0,2

1 1
( ) ( ) ,

4 1

m

m

 γ = γ =0,1 0,2

1
(0) (0) .

4
 (21) 

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè âêëàä ïðèîñåâûõ ëó-
÷åé â ñóììàðíîå ðàññåÿíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èç-çà 
ìíîæèòåëÿ sinθ â èíòåãðàëå (11). 

Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ðàññåÿíèþ èçëó-
÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè òî÷íî âïåðåä èëè òî÷íî íàçàä 
îò ïàäàþùèõ ëó÷åé ñ ïðîìåæóòî÷íûì çíà÷åíèåì α. 
Èç äàííûõ ðèñ. 3, à âèäíî, ÷òî äëÿ íèæíåé âåòâè 
ïðè m ≥ 1,1 ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò íàñòóïàòü äëÿ ëó-
÷åé ñ p ≥ 3. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ Dp 
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ôèçè÷åñêè ýòî ÿâëåíèå 
ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè âìå-
ñòî ðàññåÿíèÿ â êîíóñ èäåò ñáîð â íàïðàâëåíèè 
âïåðåä èëè íàçàä âñåõ ïàäàþùèõ ïîä îäíèì óãëîì 
α ëó÷åé ñ ðàçëè÷íûìè àçèìóòàëüíûìè óãëàìè ϕ. 
Âêëàä òàêèõ ëó÷åé â íàáëþäàåìîå â ïðèðîäå ÿâëå-
íèå ãëîðèè, äîñòàòî÷íî îäíîçíà÷íîé èíòåðïðåòàöèè 

êîòîðîãî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò, îá-
ñóæäàåòñÿ â ðàáîòå [10]. 

Äëÿ èëëþñòðàöèè õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè γpk(θ) 
íà ðèñ. 4 ïðèâîäèòñÿ èõ ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå 
äëÿ m = 4/3 â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ïîñòðî-
åííîå ñ øàãîì 0,125° ïî óãëó θ. Íîìåðà êðèâûõ ñîâ-
ïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè p, à ñòðåëêè óêàçûâàþò íà-
ïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ θ ñ ðîñòîì α. 
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ γp,1 (à) è γp,2 

  (á) îò ïðèâåäåííîãî óãëà ðàññåÿíèÿ äëÿ m = 4/3 
 

Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî äëÿ óãëîâ ìåíüøå 70° îñíîâ-
íîé âêëàä â ðàññåÿíèå äàþò ëó÷è ñ p = 1. Â äèàïà-
çîíå óãëîâ ðàññåÿíèÿ îò 80 äî 110° è ïðè θ < θ < θ3, 2,r r

 
(òåìíàÿ ïîëîñà «Àëåêñàíäåðà» [3]) îñíîâíîé âêëàä 
â ðàññåÿíèå äàåò íåïîñðåäñòâåííîå îòðàæåíèå îò ïî-
âåðõíîñòè êàïëè (p = 0). Â ðàññåÿíèå â çàäíþþ ïîëó-
ñôåðó ïðè θ ≥ θ2,r  îñíîâíîé âêëàä äàþò ëó÷è ñ p = 2, 
à â èíòåðâàëå óãëîâ øèðèíîé ∼10° ïðè θ ≤ θ2,r  – 
ëó÷è ñ p = 3. Ëó÷è ñ p = 4 è 5 äàþò çàìåòíûé âêëàä 
òîëüêî â îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ ðàäóãè. 
Ýòèì è îïðàâäûâàåòñÿ ïðèâåäåííîå âûøå äåëåíèå 

íèæíåé âåòâè íà äîïîëíèòåëüíûå è ãëàâíóþ âåòâè. 
  Íóëåâàÿ èíòåíñèâíîñòü äëÿ ð = 0 ïðè θ = 73,74°, 
íàáëþäàþùàÿñÿ íà ðèñ. 4, á, îáóñëîâëåíà óãëîì 
Áðþñòåðà αÁ = 53,13°, îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì 
tgαÁ = m, ïðè êîòîðîì îòðàæåíèå îò ïîâåðõíîñòè 
ðàâíî íóëþ [8]. Â ýòîì ñëó÷àå ε2(αÁ) ðàâíî 1 äëÿ 
p = 1 è 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ p ≠ 1. Âëèÿíèå óãëîâ 
Áðþñòåðà îáúÿñíÿåò è ñëîæíîñòü ïîâåäåíèÿ èí- 
äèêàòðèñ âáëèçè óãëîâ ðàäóã, ñëåäóþùóþ èç íà 
ðèñ. 4, á. 
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Íà ðèñ. 4, à êðîìå ïèêîâ, îáóñëîâëåííûõ ýô-
ôåêòîì ðàäóãè, âèäíû è ïèêè èíòåíñèâíîñòè íèæ-
íèõ âåòâåé ïðè 0° äëÿ p = 4 è ïðè 180° äëÿ p = 5  
è 6. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòèõ ïèêîâ ïðîèçâåäåíèå 
γp 

sinθ ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó, êîòîðûé 
äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé p èìååò ìàëûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ 
p = 2 ïèêà íèæíåé âåòâè íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî ïðè 

≥ 2m  íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòüñÿ óæå ïèêè âåðõíåé 
âåòâè. Ýòà ñèòóàöèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 5, íà 

êîòîðîì ïðèâîäÿòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ γ2,1 

sinθ äëÿ ðÿäà 
çíà÷åíèé m. 
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ γ2,1 îò ïðè-
âåäåííîãî óãëà ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ 
  m = 1,3 ÷ 1,9 (öèôðû ó êðèâûõ) 

 

Èç ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5 êðèâûõ âèäíî, ÷òî 
ðàññåÿíèå â íàïðàâëåíèè íàçàä îò ïàðöèàëüíîé èí-
äèêàòðèñû ñ p = 2 ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì m, 
ïðè ýòîì ïèê îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ è ïèêè ðàäóãè 
ñáëèæàþòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èñïîëüçóåòñÿ â ðà-
áîòå [5] äëÿ îáúÿñíåíèÿ ÿâëåíèÿ ãëîðèè â îáëàêàõ. 

 

3. Ïðåäñòàâëåíèå çàâèñèìîñòè  

èíäèêàòðèñ ÃÎ îò óãëà ðàññåÿíèÿ 
 

Â îïðåäåëÿþùèõ ôîðìóëàõ ïàðöèàëüíûõ èíäè-
êàòðèñ ðàññåÿíèÿ (1), (6), (7) ïðåäñòàâëåíà èõ çàâè-
ñèìîñòü îò óãëîâ α è Θ îäíîâðåìåííî. Ïðè çàäàííîì 
α óãîë Θ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñîîòíîøåíèþ (1), ÷òî 
ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ γp îò ïîëó÷åííîãî ïî 
ýòîìó ñîîòíîøåíèþ óãëà Θ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ æå ñóì-
ìàðíûõ èíäèêàòðèñ íåîáõîäèìî èìåòü çíà÷åíèÿ γp 
ïðè çàäàííûõ óãëàõ θ, äëÿ ÷åãî âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå óãëà α(Θ). 

 

3.1. Ïàðöèàëüíûå èíäèêàòðèñû 

 ðàññåÿíèÿ ïðè p = 0,1 
 

Â ÿâíîì âèäå çàâèñèìîñòü γ òîëüêî îò óãëà θ ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíà òîëüêî äëÿ p = 0 è 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé p óðàâíåíèå (1) èìååò àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ îáðàòíîé çàâèñèìîñòè α îò 

θ, êîòîðîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîìåæóòî÷íîãî îáîçíà-
÷åíèÿ q = cos(θ/2) çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: 
 

 sinα = q; p = 0; 0 ≤ θ ≤ π; (22) 

 

2

2

1–
sin ; 1;

1– 2

1
0 2arccos

q
m p

m mq

m

α = =
+

≤ θ ≤

  (23) 

Ýòè ôîðìóëû è ïîçâîëÿþò ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðå-
äåëÿþùèõ ôîðìóë (1)–(10) ðàññ÷èòûâàòü èíäèêàò-
ðèñû γ0,k(θ) è γ1,k(θ). Ââèäó âàæíîñòè ïàðöèàëüíûõ 
èíäèêàòðèñ ïðè p = 0 è 1 âûïèøåì íèæå èõ âûðà-
æåíèÿ â îêîí÷àòåëüíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî â âûðàæå-
íèÿ (6)–(8) ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (3), (4) äëÿ 
êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ è (22)  
è (23) äëÿ α(θ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå 
âûðàæåíèÿ äëÿ γ0,k(θ) è γ1,k(θ): 
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  (24) 
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Îòìåòèì, ÷òî Ê.Ñ. Øèôðèíûì àíàëîãè÷íûå 
ôîðìóëû áåç âûâîäà ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè [1] 
è îòëè÷àþòñÿ îò (24) è (25) îòñóòñòâèåì ìíîæèòåëÿ 
4 â çíàìåíàòåëå ââèäó óêàçàííîãî âûøå ðàçëè÷èÿ  
â îïðåäåëåíèè èíäèêàòðèñû. 

 

3.2. Îïèñàíèå çàâèñèìîñòè α(Θ) äëÿ p ≥ 2 
 
Äëÿ p ≥ 2 àíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü α(Θ), à ñëå-

äîâàòåëüíî è γ(θ), ïîñòðîèòü íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó 
íàìè áûëà èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îï-
òèìàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ñõåì ðåøåíèÿ çàâèñèìî-
ñòè α(Θ), íàëè÷èå êîòîðîé è ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü 
çàâèñèìîñòü γ(θ). Ïðè ýòîì âìåñòî øèðîêî ïðèìå-
íÿåìîãî â èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóðàõ ìåòîäà Íüþòî-
íà [9], èñïîëüçóþùåãî òîëüêî ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, 
èññëåäîâàëàñü ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîñëå-
äóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà. Îãðàíè-
÷èâàÿñü ïåðâûìè òðåìÿ ïðîèçâîäíûìè, îïðåäåëÿå-
ìûìè ñîîòíîøåíèÿìè (15), è îïóñêàÿ èíäåêñû p, 
ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ 

 ′α Θ = α + α α Θ − Θ +0 0 0( ) ( )( )  

 ′′ ′′′+ α α Θ − Θ + α α Θ − Θ
2 3

0 0 0 0( )( ) /2 ( )( ) /6.  (26) 

Äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íåîáõîäèìî â íà÷àëü-
íîé òî÷êå Θ0 çíàòü çíà÷åíèå α0, ïîñêîëüêó ïðîèç-
âîäíûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãëû ïàäåíèÿ. Òàêèìè 

òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ óãëû α = 0, ïðè êîòîðûõ ñîãëàñ-
íî (1) èìååòñÿ îäíîçíà÷íîå ñîîòíîøåíèå. Â ïåðâîé 
èòåðàöèè ïî ñîîòíîøåíèþ (26) ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëè-
æåííîå çíà÷åíèå óãëà ïàäåíèÿ α1 äëÿ çàäàííîãî 

(25)
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çíà÷åíèÿ óãëà ðàññåÿíèÿ. Ýòî çíà÷åíèå α1 è ðàññ÷è-
òàííîå ïî ñîîòíîøåíèþ (1) çíà÷åíèå Θ1 ñëóæàò  
â êà÷åñòâå α0 è Θ0 äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òîãî æå âûðàæåíèÿ (26). Îêîí÷àíèå 

èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì 
äîñòèæåíèÿ çàäàííîé ðàçíîñòè Θ – Θk. Ýòà èòåðà-
öèîííàÿ ñõåìà òåñòèðîâàëàñü äëÿ ðàñ÷åòà íèæíèõ 
äîïîëíèòåëüíûõ âåòâåé, îïðåäåëÿåìûõ öåëî÷èñëåí-
íûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû s. Ðåçóëüòàòû ýòîãî òåñ-
òèðîâàíèÿ äëÿ m = 1,1÷1,9 è p ≤ 9 ïîêàçûâàþò, ÷òî 
ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè α = 0 ìàêñèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîâïàäåíèÿ ïåð-
âûõ ñåìè çíà÷àùèõ öèôð çàäàííîãî è ïîëó÷åííîãî 
çíà÷åíèé óãëîâ ðàññåÿíèÿ äëÿ âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ 
âåòâåé íå ïðåâûøàåò 3. 

Îòìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå (26) ïðèíöèïèàëüíî 
íå ìîæåò îïèñàòü óãëû ðàññåÿíèÿ â ãëàâíîé âåòâè, 
ïîñêîëüêó îíî îïèñûâàåò òîëüêî îäíîçíà÷íûå ôóíê-
öèè. À ïðè p ≥ m â îáëàñòè ðàäóã îäíîìó óãëó ðàñ-
ñåÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äâà óãëà α. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
çàâèñèìîñòè α(Θ) â ýòîé îáëàñòè îòìåòèì, ÷òî â òî÷-
êå Θpr ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïðèðàùåíèÿ óãëà 
ðàññåÿíèÿ ïî óãëàì α îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé ïðîèç-
âîäíîé, à èìåííî: 
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(27)

 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáðàòíîé çàâèñèìîñòè èñïîëüçóåì 
ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó. Â êà÷åñòâå 

ïåðâîé èòåðàöèè áåðåì äëÿ Δα ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 

(27) ñ îäíèì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè. Çàòåì ïîñëå 

âûíîñà çà ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè Δα2 îñòàâøóþñÿ 
âåëè÷èíó Δα çàìåíÿåì íà ïðåäûäóùåå ðåøåíèå. Ðàç-
ëàãàÿ â ðÿä êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè 
ðåøåíèè âíîâü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ îáðàò-
íîé çàâèñèìîñòè ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå 
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Çäåñü ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àþòñÿ 
ïóòåì óêàçàííîé âûøå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû 
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27). Âåðõíèé çíàê «+» â ïåð-
âîì è òðåòüåì ÷ëåíàõ â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò 

v

prα ≥ α  (âåðõíÿÿ âåòâü), à íèæíèé çíàê ñîîòâåòñò-
âóåò n

prα ≤ α  (íèæíÿÿ âåòâü). Òðåòèé ÷ëåí çàïèñàí 
ñ èñïîëüçîâàíèåì íåîïðåäåëåííîãî ïîêà êîýôôèöè-
åíòà g3, ïîñêîëüêó ïîëó÷åíèå åãî â ÿâíîì âèäå çà-
òðóäíèòåëüíî. Èñïîëüçîâàíèå æå äëÿ ýòîãî ÷ëåíà 
ñòåïåíè 3/2 ñëåäóåò èç çàêîíîìåðíîñòåé èòåðàöè-
îííîé ïðîöåäóðû íà ñëåäóþùèõ ýòàïàõ. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû g3 â òî÷êå θ = θpr 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåííûå èç óðàâíåíèÿ (28) 
âåëè÷èíû çíà÷åíèé g3 â ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî 
αpr òî÷êàõ, âçÿâ ñðåäíåå èç íèõ. Îïðåäåëåííûå òà-
êèì ìåòîäîì çíà÷åíèÿ g3 äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé 
m ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå. 

 

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà g3  
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ m è p 

p 
m 

2 3 4 5 6 7 

1,2 0,101 0,0408 0,0243 0,0167 0,0125 0,0098 
1,3 0,110 0,0406 0,0237 0,0163 0,0121 0,00945
4/3 0,116 0,0409 0,0238 0,0162 0,0120 0,0094 
1,4 0,132 0,0421 0,0241 0,0163 0,0120 0,0094 
1,5 0,176 0,0452 0,0249 0,0167 0,0122 0,00952
1,6 0,258 0,0496 0,0262 0,0173 0,0126 0,00975
1,7 0,437 0,056 0,0281 0,0180 0,0132 0,0101 
1,8 0,940 0,064 0,0302 0,0190 0,0138 0,0106 
1,9 3,42 0,0754 0,033 0,0200 0,0145 0,0110 
2,0 – 0,0908 0,0364 0,0219 0,0153 0,0116 

 
Äëÿ ãëàâíîé âåòâè ñîîòíîøåíèå (28) ïîçâîëÿåò 

ïîëó÷èòü ïåðâóþ èòåðàöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà α 
äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ óãëà ðàññåÿíèÿ θ. Äëÿ ïî-
ñëåäóþùèõ èòåðàöèé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óæå ñî-
îòíîøåíèå (26). Ýôôåêòèâíîñòü òàêîé ïðîöåäóðû 
áûëà èññëåäîâàíà ÷èñëåííûì ìåòîäîì äëÿ äèàïàçî-
íà m = 1,1÷2,0 è p ≤ 9. Ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå 
ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå êîýôôèöèåíòîâ g3 ñâÿ-
çàíî ñ íåêîòîðûìè íåóäîáñòâàìè, áûëà èñïîëüçîâà-
íà òî÷êà α = π/2 ñ ïîëó÷àåìûì èç ñîîòíîøåíèé (1) 
è (28) çíà÷åíèåì g3 â ýòîé òî÷êå. Ïðè ýòîì îêàçà-
ëîñü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåííûå îäíà èòå-
ðàöèÿ ïî (28) è íå áîëåå òðåõ èòåðàöèé ïî (26) 
ïðèâîäÿò ê ñîâïàäåíèþ çàäàííûõ è âû÷èñëåííûõ 
ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì α óãëîâ ðàññåÿíèÿ ñ ñå-
ìüþ çíà÷àùèìè öèôðàìè äëÿ âñåõ p ≥ 3. Äëÿ p = 2 
òàêàÿ ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî ïðè m ≤ 1,95. 
 

4. Ñóììàðíûå èíäèêàòðèñû 
 
Ðàçðàáîòàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ 

óãëîâ α ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì óãëîâ θ áûëà ðåà-
ëèçîâàíà â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ôîðòðàí. Â ïðî-
ãðàììå ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ âû÷èñëåíèå ïàðöèàëüíûõ 
èíäèêàòðèñ γpk(Θ), ïåðåâîä óãëîâ Θ â äèàïàçîí 0 ÷ π 
è ïîñëåäóþùåå èõ ñóììèðîâàíèå ïðè îäèíàêîâûõ óã- 
ëàõ θ. Íà ðèñ. 6 (ñëåâà) ïðåäñòàâëåíû ïîëíûå èí-
äèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ γ(θ) äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîãî 

ñâåòà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (10). 
Ó÷èòûâàëèñü ïàðöèàëüíûå èíäèêàòðèñû ñ p îò 0  
äî 7. Îñòðûå ïèêè íà êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò ðàäó-
ãàì, çíà÷åíèÿ p äëÿ êîòîðûõ îáîçíà÷åíû öèôðàìè 

îêîëî ýòèõ ïèêîâ. Äîïîëíèòåëüíî òàì æå ïðèâîäÿòñÿ 
êðèâûå γ01 = γ0 + γ1, ïðåäñòàâëÿþùèå ñóììû ïàðöè-
àëüíûõ èíäèêàòðèñ ñ p = 0 è 1. 

Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ 
ïîëÿðèçàöèè, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì 

 
γ − γ

=
γ + γ

1 2

1 2

P , (29) 
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Ðèñ. 6. Çíà÷åíèÿ ïîëíîé γ è ÷àñòè÷íîé γ01 èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ (ñëåâà), òåêóùèõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà I(θ), ðàçíîñòè 
  ΔI(θ) ⋅ 10 è ïîëÿðèçàöèè P (ñïðàâà) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 



 

 Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà è ñâîéñòâà èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ ïðîçðà÷íûõ øàðîâ â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè 443 
5. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 5. 
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Ðèñ. 6. Îêîí÷àíèå 
 
è çíà÷åíèÿ òåêóùåãî èíòåãðàëà I(θ), îïðåäåëÿåìîãî 
ôîðìóëîé 

 
θ

θ = γ θ θ θ∫
0

( ) ( )sin .I d   (30) 

Òàì æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâîäèòñÿ 

 ( )
θ

Δ θ = γ θ − γ θ θ θ∫
0

( ) ( ) 01( ) sin ,I d  

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ðàçíîñòü ýòîãî èíòåãðàëà è òåêó-
ùåãî èíòåãðàëà îò γ01. 

Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïî-
êàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïðåîáëàäàåò ðàññåÿíèå â ïå-
ðåäíèå óãëû, ÷òî îòìå÷àåòñÿ â ìîíîãðàôèè [4]. Äëÿ 
áîëüøèõ âåëè÷èí m ðàññåÿíèå â íàïðàâëåíèè íàçàä 
íà÷èíàåò ïðåâûøàòü ðàññåÿíèå âïåðåä. Îáúÿñíåíèå 
ÿâëåíèÿ óâåëè÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ íàçàä ñîñòîèò â òîì, 
÷òî, êàê ýòî ñëåäóåò èç äàííûõ ðèñ. 5, ïðè > 2m  
ðàññåÿíèå âåðõíåé âåòâè ñ p = 2 íà÷èíàåò ïåðåõî-
äèòü ÷åðåç óãîë θ = π. 

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåé ïåðåäíåé ïîëóñôåðå, à òàêæå 
íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ çàäíåé ïîëóñôåðû íàáëþäà-
åòñÿ ñîâïàäåíèå êðèâûõ ïîëíîé è ÷àñòè÷íîé èíäè-
êàòðèñ ðàññåÿíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ýòèõ ó÷àñòêàõ 
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ 
(24), (25) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíûõ èíäèêàòðèñ. 
 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Èòàê, ðàçðàáîòàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ðå-

øåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ óãëà ïàäåíèÿ 
ïî çàäàííîìó çíà÷åíèþ óãëà ðàññåÿíèÿ äëÿ ïàðöè-
àëüíûõ ëó÷åé ñ p ≥ 2, äëÿ êîòîðûõ íåò àíàëèòè÷å-

ñêîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòè íèæíåé 
âåòâè, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ öåëî÷èñëåííûì çíà÷åíè-
åì π, ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðè-
ìåíåíèåì ðàçëîæåíèÿ (26) â òî÷êå α = 0. Äëÿ èññëå-
äîâàííûõ â ðàáîòå çíà÷åíèé p îò 3 äî 9 è m îò 1,1 
äî 2,0 êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íå ïðåâûøàåò òðåõ äëÿ 
äîñòèæåíèÿ ìàøèííîé òî÷íîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè 
îäèíàðíîé òî÷íîñòè. Äëÿ ãëàâíîé ÷àñòè íèæíåé âåò-
âè è äëÿ âåðõíåé âåòâè âíà÷àëå èñïîëüçóåòñÿ ðàç-
ëîæåíèå (28), â êîòîðîì ïàðàìåòð g3 îïðåäåëÿåòñÿ 
äëÿ α = π/2, à çàòåì îïÿòü ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëîæå-
íèå (26). Âñå óêàçàííûå âûøå îïåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ 
äëÿ óãëîâ Θ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåì (1). Îïå-
ðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ óãëîâ Θ ê äèàïàçîíó 0 – π îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ ïåðåä ñóììèðîâàíèåì ïàðöèàëüíûõ ëó÷åé 
è çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè arñcos(cosΘ). 
  Ñ ïðèìåíåíèåì óêàçàííîé âûøå ïðîöåäóðû ïî-
ëó÷åíû ñóììàðíûå èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ äëÿ äèà-
ïàçîíà m = 1,1 ÷ 1,8, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ãðà-
ôè÷åñêîì âèäå. Âûÿâëåíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîêà-
çàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îò 1,1 äî 1,5 íàáëþäàåòñÿ óâå-
ëè÷åíèå óãëà, â êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíî 90% ðàññå-
ÿííîé ýíåðãèè îò ∼20 äî 90°. Â áîëüøîì äèàïàçîíå 
óãëîâ ðàññåÿíèÿ (0–90° è â îòäåëüíûõ ïîääèàïàçî-
íàõ áåç ðàäóã) çíà÷åíèå èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïàðöèàëüíûõ ëó÷åé ñ p = 0 è 1, 
äëÿ èíäèêàòðèñ êîòîðûõ èìåþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèé m ïðè > 2m  
íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå óâåëè÷åíèå ðàññåÿíèÿ â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè, îáóñëîâëåííîå ïîïàäàíèåì ðàñ-
ñåÿíèÿ ïàðöèàëüíîãî ëó÷à ñ p = 2 â ýòó îáëàñòü. 
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N.P. Romanov. A computational method and properties of phase scattering functions of transparent 
balls in the geometric optics approximation. 

A systematic description of basic laws of scattering within the framework of geometric optics is given in 
the paper along with a graphical representation for the refractive index m = 4/3 of partial phase scattering 
functions, presenting rays after p transitions inside a ball. Then the computational procedure for partial phase 
scattering functions in dependence of the scattering angle is studied. The procedure is iterative with the use of 
expansion of the inverse dependence of the incidence angle on the scattering angle. For a series of m values 
from 1.1 to 1.8 the graphs of summed phase scattering functions, obtained by this procedure, are presented.  
It follows from the analysis of the graphs that at the increase of the refractive index from 1.1 to 1.5 a growth 

of the angle (in which 90% of the scattered energy is concentrated) from ∼ 20 to 90° is observed. At growing 
values of > 2m  a sharp increase of scattering in the back direction is observed. This is caused by shifting  
of a partial beam with p = 2 into this region. In a wide range of scattering angles in the frontal semisphere and 
in different subranges in the back semisphere the value of the summed phase scattering function is determined 
by the sum of partial phase scattering functions with p = 0 and 1, for which analytical expressions exist. 

 


