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Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé àíàëèçèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå îøèáêè îöåíèâàíèÿ âðåìåííûõ çàäåð-

æåê ìåæäó èíôîðìàöèîííûìè ñèãíàëàìè ïðè êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ìàêñèìóìîâ îáîáùåííûõ âçàèì-
íî êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (ðàññìàòðèâàëèñü ñòàíäàðòíàÿ âçàèìíî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, ñãëàæåííîå 
êîãåðåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ôàçîâîå ïðåîáðàçîâàíèå (ÔÏ) è ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîå (ÌÏ) âçâåøè-
âàíèå). Îöåíåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ñèãíàëüíûõ è ñèñòåìíûõ ïàðàìåòðîâ íà èññëåäóåìóþ õàðàêòåðèñòèêó. 
Â öåëîì íàèáîëüøèå ñëó÷àéíûå îøèáêè íàáëþäàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÔÏ, íàèìåíüøèå äëÿ ÌÏ-
âçâåøèâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì èñïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííûõ ÷àñòîòíûõ âçâåøèâàþùèõ 
ôóíêöèé èõ ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îöåíèâàíèå âðåìåííûõ çàäåðæåê, äèñïåðñèÿ, ñëó÷àéíàÿ îøèáêà, ñòàíäàðòíàÿ âçàèì-
íî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, îáîáùåííàÿ âçàèìíî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, ñãëàæåííîå êîãåðåíòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå, ôàçîâîå ïðåîáðàçîâàíèå, ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîå âçâåøèâàíèå; time delay estimation 
(TDE), variance, random error, basic cross-correlation (BCC) function, generalized cross-correlation (GCC) 
function, smoothed coherence transform (SCOT), phase transform (PHAT), maximum-likelihood (ML) 
weighting. 

 

Ââåäåíèå 

Â ðàáîòå [1] àíàëèçèðóþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå 
îøèáêè îöåíèâàíèÿ âðåìåííûõ çàäåðæåê τç ìåæäó 
ðåàëèçàöèÿìè x1(t) è x2(t) ïðè êâàäðàòè÷íîé èí-
òåðïîëÿöèè ìàêñèìóìîâ èõ îáîáùåííûõ âçàèìíî 
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (ÎÂÊÔ) [1–4]. Ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ñòàíäàðòíàÿ âçàèìíî êîððåëÿöèîííàÿ 
ôóíêöèÿ (ÂÊÔ), ñãëàæåííîå êîãåðåíòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå (ÑÊÏ), ôàçîâîå ïðåîáðàçîâàíèå (ÔÏ) è ìàê-
ñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîå (ÌÏ) âçâåøèâàíèå. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áàçèðîâàëèñü íà ñëåäóþùåé 
äâóõêàíàëüíîé ìîäåëè âõîäíûõ äàííûõ [5]: 

 1 1

2 2

( ) ( ) ( ),

( ) [( ) ] ( ),

x n t s n t n n t
x n t s n d t n n t

Δ = Δ + Δ
 Δ = α + Δ + Δ

  (1) 

ãäå èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë s(nΔt) è øóìû 
n1(nΔt), n2(nΔt) – ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàííûå âå-
ùåñòâåííûå ãàóññîâñêèå ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå 
ïðîöåññû ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè; 0 < α ≤ 1 – ôàê-
òîð îñëàáëåíèÿ ñèãíàëà âòîðîãî êàíàëà îòíîñèòåëü-
íî ïåðâîãî; Δt – èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè; n = 0, 
1, …, N – 1; N = T/Δt – ÷èñëî îáðàáàòûâàåìûõ 
îòñ÷åòîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå äëèòåëüíîñòè ðåàëèçà-
öèè T; d = τç/Δt = p + δ; p, δ – öåëàÿ è äðîáíûå 
÷àñòè d, ïðè÷åì |δ| ≤ 1/2. 

 

* Âàëåðèé  Àëåêñàíäðîâè÷  Ôåäîðîâ  (fva21@iao.ru). 

Ïðîöåäóðà ðåàëèçàöèè îöåíêè τç ÿâëÿåòñÿ äâóõ-
ýòàïíîé. Íà ïåðâîì îïðåäåëÿåòñÿ ãðóáîå ïîëîæåíèå 
ìàêñèìóìà îöåíêè ÎÂÊÔ: = Δ1 2

îˆˆ argmax ( )y y
n

p R n t  

(çäåñü è â äàëüíåéøåì «^» – ñèìâîë îöåíêè). Çàòåì 
ïðîèñõîäèò åãî óòî÷íåíèå ïîñëå ïàðàáîëè÷åñêîé 
èíòåðïîëÿöèè [5]: 

 ˆ / ,z vδ =   (2) 

ãäå  
 = + − −

1 2 1 2
î îˆ ˆˆ ˆ[ ( 1) ( 1)]/2;y y y yz R p R p  

  = − − − +
1 2 1 2 1 2

î î îˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 ( ) ( 1) ( 1).y y y y y yv R p R p R p   

È îêîí÷àòåëüíî: ç
ˆˆˆ( ) .ˆ p t d tτ = + δ Δ = Δ  

Àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ç,τ̂  ïðî-
âåäåííûé â [1, 5], îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî 
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

 τ + τ ç êîðT   (3) 

(τêîð – ðàäèóñ êîððåëÿöèè ñèãíàëà s(t)). Òàêæå 
ñ÷èòàëîñü, ÷òî àíîìàëüíûå îøèáêè îöåíèâàíèÿ τç  
îòñóòñòâóþò. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëîæåíèå ãðóáîãî 
ìàêñèìóìà ÎÂÊÔ èçìåðÿåòñÿ ïðàâèëüíî, ò.å. 
ˆ .p p=  Òîãäà òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè çτ̂  ïîëíî-

ñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèìè ˆ[ ]M δ  è äèñïåðñèÿìè 
ˆ[ ].D δ  Â ÷àñòíîñòè, 2

ç ˆ[ ] [ ].ˆD tDτ = Δ δ  Óêàçàííîå òðå-
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áóåò íàëè÷èÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîãî èíòåãðàëüíîãî 
îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì  

 2 2
èíò / ,ss nnq = σ σ   

ãäå 2
ssσ – äèñïåðñèÿ ñèãíàëà, 2

nnσ – äèñïåðñèÿ øó-
ìà. Äëÿ áåëûõ øóìîâ ïðåäïîëîæèòåëüíî äîëæíî 
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå èíò 1q ≥  [1, 5]. 

Ñ ó÷åòîì ýòèõ óñëîâèé îáùåå âûðàæåíèå äëÿ 
ñëó÷àéíîé îøèáêè ˆ[ ]D δ  ïðèâåäåíî â [5]. Ôàêòè÷åñêè 
îíî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ëèíåàðèçàöèè [6]. Åãî ïðèìåíåíèå â ïîëíîì 
îáúåìå ê ôóíêöèè ˆ ( , )f z vδ =  (2) ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåìó ñîîòíîøåíèþ: 

δ ≅ + δ − δ2 2ˆ ˆ ˆ[ ] { [ ] [ ] [ ] 2 [ ]cov( , )}/ [ ].D D z M D v M z v M v   (4) 

Çäåñü cov( , ) {[ ( )][ ( )]}z v M z M z v M v= − −  – êîâà-

ðèàöèÿ ìåæäó z è v [6]. Îäíàêî â [5] ïðåíåáðåãàåò-
ñÿ âêëàäîì D(v) è cov(z, v). Â ðåçóëüòàòå èñïîëü-
çóåòñÿ óñå÷åííîå ñîîòíîøåíèå (4): 

 2
óñ ˆ[ ] [ ]/ [ ].D D z M vδ ≅   (5) 

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîëó÷åíèå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè âðåìåíè çàäåðæêè 
(èëè ˆ[ ]D δ ) ñ ó÷åòîì âêëàäîâ D(v) è cov(z, v). Îöå-
íèì âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ñèãíàëüíûõ è ñèñòåìíûõ 
ïàðàìåòðîâ íà ˆ[ ].D δ  Ðàññìîòðèì «óñå÷åííûå» âçâå-
øèâàþùèå ôóíêöèè Ψo(f), îòëè÷íûå îò íóëÿ òîëü-
êî íà ÷àñòè èíòåðâàëà Íàéêâèñòà (–fN ≤ f ≤ fN), ãäå 
fN = 1/2Δt – ÷àñòîòà Íàéêâèñòà [6]. Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ìîäèôèöèðîâàííûõ 
Ψo,ì(f) ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ ðàçðåøàþùåé ñïî-
ñîáíîñòè îöåíèâàíèÿ τç [4]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìî-
æåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòüñÿ èíòåãðàëüíîå îòíîøå-
íèå ñèãíàë/øóì â ïîëîñå îáðàáîòêè. Òàêæå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îòñòðîéêè îò íåæåëàòåëüíûõ 
íèçêî÷àñòîòíûõ (Í×) òðåíäîâ èëè îò óçêîïîëîñíûõ 
ïîìåõ. 

Ñëó÷àéíûå îøèáêè îöåíèâàíèÿ τç 
Âíà÷àëå, ñëåäóÿ [1, 5], ââåäåì íåêîòîðûå îñ-

íîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Çàïèøåì äèñêðåòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) âðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè xi(nΔt) â âèäå 

 

−

=

  = = Δ − π Δ 

= …


1

0

( ) ( )exp( 2 / ),

 0, 1,  ,   –1 .

N

i i i

n

kX X k x n t j kn N
N t

k N

 
(6)

 

Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà âçàèìíîé ñïåêòðàëüíîé 
ïëîòíîñòè äâóõ ïðîöåññîâ x1(nΔt) è x2(nΔt): 

 
1 2

*
1 2

ˆ ( ) ( ) ( ),x x
t

G k X k X k
N
Δ=   (7) 

ãäå «*»– ñèìâîë êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Ïðè 
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) 1 2

ˆ ( )x xG k  ÿâëÿåòñÿ íåñìå-

ùåííîé îöåíêîé âçàèìíîãî ñïåêòðà 1 2 ( )x xG k  è ñïðà-
âåäëèâî [2, 5]: 

 
= =

= α − π − π δ

1 2 1 2
ˆ[ ( )] ( )

( )exp( 2 / )exp( 2 / )

x x x x

ss

M G k G k

G k j kp N j k N
 

 (8)
 

(Gss(k) – ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èíôîðìàöèîííîãî 
ñèãíàëà). À îöåíêó äèñêðåòíîé ÎÂÊÔ ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå 

=−

Δ = Ψ π
Δ 1 2 1 2

î
î

1ˆ ˆ( ) ( ) ( )exp( 2 / ).
L

y y x x

k L

R n t k G k j kn N
N t

  (9) 

Çäåñü Ψo(f) – ôóíêöèÿ ÷àñòîòíîãî âçâåøèâàíèÿ; 
L = (N/2) – 1. Ñëåäóÿ [5] è ó÷èòûâàÿ (9), ïðåä-
ñòàâèì ñòàòèñòèêè z è v â ñîîòíîøåíèè (2) â ÷àñ-
òîòíîé îáëàñòè: 

=−

π= Ψ π
Δ  1 2î

2ˆ( ) ( )exp( 2 / )sin ,
L

x x

k L

j k
z k G k j kp N

N t N
  (10) 

=−

π= Ψ π
Δ  1 2

2
î

4 ˆ( ) ( )exp( 2 / )sin .
L

x x

k L

k
v k G k j kp N

N t N
 (11) 

Ñëó÷àéíûå îøèáêè δ̂  â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè 
îïðåäåëÿþòñÿ äèñïåðñèÿìè D[z], D(v) è cov(z, v) 
(4). Âûðàæåíèå äëÿ D[z] ïðèâåäåíî áåç âûâîäà  
â [5] äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ Δt = 1. Ïîëó÷èì åãî äëÿ 
ëþáûõ Δt. 

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå (10) äëÿ ñëó÷àéíîé 
âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé z  â îïðåäåëåíèå èñêî-

ìîé äèñïåðñèè 2 2[ ] [ ] [ ]D z M z M z= −  è ïðîâîäÿ íå-
îáõîäèìûå óñðåäíåíèÿ, ïîëó÷àåì 

 

=− =−

=− ×
Δ

× Ψ Ψ π π ×

π π×

 1 2 1 22 2

o î

1 ˆ ˆ[ ] cov { ( ), ( )}

( ) ( )exp( 2 / )exp( 2 / )

2 2
sin sin ,

L L

R x x x x

k Ll L

D z G k G l
N t

k l j kp N j lp N

k l
N N

  

(12)

 

ãäå 

 
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ ˆcov { ( ), ( )}

ˆ ˆ ˆ ˆ{ ( ) ( )} { ( )} { ( )}.

R x x x x

x x x x x x x x

G k G l

M G k G l M G k M G l

=

= −
  
(13)

 

Ñèìâîë R óêàçûâàåò íà îòëè÷èå äàííîãî òåðìèíà 
îò ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàöèîííîé 
ôóíêöèè äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðîöåññîâ [7]. Èç îïðå-
äåëåíèÿ (7) ñëåäóåò 

 
1 2 1 2

2
* *

1 2 1 22
ˆ ˆ{ ( ) ( )} { ( ) ( ) ( ) ( )}.x x x x

t
M G k G l M X k X k X l X l

N
Δ=  

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ãàóññîâûõ öåíòðèðîâàí-
íûõ ðåàëèçàöèé xi(nΔt) (1) îòñ÷åòû ÄÏÔ ( )iX k  
(6) òàêæå èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ãàóññîâñêèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè [6–8]. Òîãäà âû-
ðàæåíèå (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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 = +1 2 1 2 2 3
ˆ ˆcov { ( ), ( )} ( , ) ( , ).R x x x xG k G l E k l E k l  

Çäåñü 

 
2

* *
2 1 2 2 12( , ) { ( ) ( )} { ( ) ( )},

t
E k l M X k X l M X k X l

N
Δ=  

2
* *

3 1 1 2 22( , ) { ( ) ( )} { ( ) ( )}.
t

E k l M X k X l M X k X l
N
Δ=  

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå äëÿ 2( , )E k l  ïðè âñåõ 

âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèÿõ k è l. 
Ïðè ,l k≠  â ñèëó ïîïàðíîé íåêîððåëèðîâàííî-

ñòè ñèãíàëà è øóìîâ (1) è èçâåñòíûõ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ÄÏÔ ( )iX k  [2, 6–8], ïîëó÷èì 
E2(k, l) = 0. 

Ïðè 0l k= ≠  ñ ó÷åòîì (7), (8) 

 1 2
2 2 2

2( , ) ( ) ( )exp( 4 / ).x x ssE k k G k G k j kd N= = α − π  

Ïðè 0:l k= =  2 2
2(0,0) (0).ssE G= α  

Ïðè 0l k= − ≠  ñ ó÷åòîì ýðìèòîâîé ñèììåòðèè 
( )iX k  

 
2

* *
2 1 2 1 22( , ) { ( ) ( )} { ( ) ( )}.

t
E k k M X k X k M X k X k

N
Δ− =  

Èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷íîñòü ÄÏÔ S(k) ñèãíàëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s(nΔt) â (1), ïðèõîäèì  
ê 

2
1 2{ ( ) ( )} exp( 2 / ) { ( )}.M X k X k j kd N M S k= α π  Çàïè-

ñàâ S(k) â âèäå âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé  
è ó÷òÿ èõ èçâåñòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà [7], 
ïîëó÷èì 2{ ( )} 0M S k =  (ïðè 0k ≠ ). Ñëåäîâàòåëüíî, 

2( , ) 0.E k k− =  

Ïåðåéäåì ê âûðàæåíèþ äëÿ 3( , ).E k l   

Ïðè l k≠  âåëè÷èíà 3( , ) 0.E k l =  

Ïðè 0l k= ≠  3( , ) 0.E k k =  

Ïðè 0l k= =  2 2
3(0,0) (0).ssE G= α  

Ïðè 0l k= − ≠   

 
2

*
3 1 12( , ) { ( ) ( )}

t
E k k M X k X k

N
Δ− = ×   

 × = 1 1 2 2
*
2 2{ ( ) ( )} ( ) ( ),x x x xM X k X k G k G k  

ãäå 1 1 1 1( ) ( ) ( )x x ss n nG k G k G k= +  – ñóììà ñïåêòðàëüíûõ 
ïëîòíîñòåé ñèãíàëà è øóìà ïåðâîãî èçìåðèòåëüíîãî 
êàíàëà, 2 2 2 2

2( ) ( ) ( )x x ss n nG k G k G k= α +  – âòîðîãî. 
Îáúåäèíèâ E2(k, l) è E3(k, l), ïîëó÷èì 

 

1 2 1 2

1 1 2 2

2 2

2 2

ˆ ˆcov { ( ), ( )}

0, ,

( )exp( 4 / ), 0,

2 (0), 0,

( ) ( ), .

R x x x x

ss

ss

x x x x

G k G l

l k

G k j kd N l k

G l k
G k G k l k

=

 ≠

α − π = ≠= 

α = =
 = −

 
 (14)

 

Ïîäñòàâèâ (14) â (12), ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçî-
âàíèé îêîí÷àòåëüíî èìååì 

 =

π= Ψ ×
Δ

π δ × − γ  

 1 1 2 2
2 2
î2 2

1

2

2 2
[ ] ( )sin ( ) ( )

4 .1 ( ) cos

L

x x x x

k

k
D z k G k G k

NN t

k
k

N

 

 (15)

 

Çäåñü 

 1 2 1 1 2 2

22
( ) ( ) / [ ( ) ( )]x x x x x xk G k G k G kγ =   

– êâàäðàò ìîäóëÿ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè 
(0 ≤ |γ(k)|2 ≤ 1) [2–4, 8]. Ñîîòíîøåíèå (15) ïðè 
Δt = 1 ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ äëÿ D[z] â [5] ïðè 
ó÷åòå â ïîñëåäíåì ñèììåòðè÷íîñòè ñóììèðóåìûõ 
ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî k = 0. 

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (11), ïîëó÷èì 

 

=− =−

= − ×
Δ

× Ψ Ψ π π ×

π π×

 1 2 1 22 2

î î

2 2

16 ˆ ˆ[ ] cov { ( ), ( )}

( ) ( )exp( 2 / )exp( 2 / )

sin sin .

L L

R x x x x

k Ll L

D v G k G l
N t

k l j kp N j lp N

k l
N N

 

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (14) 

 =

π= Ψ ×
Δ

π δ × + γ  



1 1 2 2

2 4
î2 2

1

2

32
[ ] ( )sin

4( ) ( ) .1 ( ) cos

L

k

x x x x

k
D v k

NN t

kG k G k k
N

  

(16)

 

Èç (10) è (11) ñëåäóåò 

 

=− =−

= ×
Δ

× Ψ Ψ π π ×

π π×

 1 2 1 22 2

î î

2

4 ˆ ˆcov[ , ] cov { ( ), ( )}

( ) ( )exp( 2 / )exp( 2 / )

2
sin sin .

L L

R x x x x

k Ll L

j
z v G k G l

N t

k l j kp N j lp N

k l
N N

 

Ñ ó÷åòîì (14) ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé 

=

α π π π δ= Ψ
Δ 
2

2 2 2
î2 2

1

8 2 4
cov[ , ] ( ) ( )sin sin sin .

L

ss

k

k k k
z v k G k

N N NN t

   (17) 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå z è v 
íåêîððåëèðîâàíû òîëüêî ïðè δ = 0, ò.å. 

 δ = δ = =cov[ ( 0, ( 0)] 0.z v  

Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (4) âûðàæåíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ D[z], D[v], 
cov(z, v), à òàêæå ïðèâåäåííûå â [1] äëÿ ˆ[ ],M δ  

[ ],M v  ìîæíî âû÷èñëèòü ˆ[ ]D δ  ñ ó÷åòîì ñïåêòðàëü-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà Gss(k), øóìîâ Gn1n1

(k), 
Gn2n2

(k) è èñïîëüçóåìûõ ÎÂÊÔ. Ïðè ïëîñêèõ 
Gss(k), Gn1n1

(k) è Gn2n2
(k) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåò-

ñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè ýòîì 



 Òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëåíèÿ âðåìåííûõ çàäåðæåê… ×àñòü 2. Ñëó÷àéíûå îøèáêè 681 
 

äëÿ α = 1 è Gn1n1
(k) = Gn2n2

(k) = Gnn (íàïðèìåð, 
êîãäà áëèçêîðàñïîëîæåííûå ñèãíàëüíûå äàò÷èêè 
íàõîäÿòñÿ â îäíîì øóìîâîì ïîëå) ˆ[ ]D δ  íå çàâèñèò 
îò èñïîëüçóåìûõ âçâåøèâàþùèõ ôóíêöèé Ψo(k) (ïðè 
ðàíåå ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè èíò 1q ≥ ) [1, 5]. 
Èñõîäíûå âûðàæåíèÿ (4), (15)–(17) çàìåíÿþòñÿ íà 
áîëåå ïðîñòûå: 

2 2
* * * *ˆ ˆ ˆ[ ] { [ ] [ ] [ ] 2 [ ]cov ( , )}/ [ ],D D z M D v M z v M vδ ≅ + δ − δ   

  (18) 

ãäå  

 22 2
* 2

1

2 24[ ] sin ,(1 ) cos
L

k

kkD z q q
Nq N=

ππ δ = + −    

42 2
* 2

1

32 4[ ] sin ;(1 ) cos
L

k

kkD v q q
Nq N=

ππ δ = + +     

 
=

π π π δ=  2
*

1

2 4
cov ( , ) 8 sin sin sin ;

L

k

k k k
z v

N N N
  

q = Gss/Gnn – îòíîøåíèå óðîâíåé ñïåêòðàëüíûõ 
ïëîòíîñòåé ñèãíàëà è øóìà. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 

ˆ[ ]M δ  è *[ ]M v  ïðåäñòàâëåíû â [1]. 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ 

ñîñòàâëÿþùèõ ˆ[ ]D δ  äëÿ ìîäåëè ïîëîñîâîãî âûñîêî-
÷àñòîòíîãî (Â×) ñèãíàëà íà ôîíå àääèòèâíîãî áå-
ëîãî øóìà [1]. Ïóñòü s(nΔt) – Â×-ïðîöåññ ñ ïëî-
ñêèì ñïåêòðîì â ïîëîñå B ñ íåêîòîðîé öåíòðàëüíîé 
÷àñòîòîé fö. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì 
fö = fä/4, ãäå fä = 1/Δt – ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè. 
Òîãäà ïðè N  1 

 = − δ* 1 2[ ] ( ).D z G G   (19) 

Çäåñü  

 = + β + + 2
1 {(1 2/ )[ (1)] 1/ }/2,iG N q S q   

 δ = πδ δ + + δ + − δ2( ) cos {2 ( ) (1 ) (1 )}/4;i i iG N S S S  

β = 2B/fä = B/2fö õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü øèðîêî-
ïîëîñíîñòè (óçêîïîëîñíîñòè kóçê = fö/B) ñèãíàëü-
íîãî ñïåêòðà; Si(x) = sinπβx/πx; 

 * 3 4[ ] ( );D v G G= + δ   (20) 

 = + β − + 2
3 2 {(1 2/ )[3 (1)] 3/ },iG N q S q  

 
4( ) {cos [6 ( ) (1 ) (1 )]

4sin [ ((1 2 )/2) ((1 2 )/2)]};

i i i

i i

G N S S S

S S

δ = πδ δ − + δ − − δ +

+ πδ + δ − − δ
 

 
*cov ( , ) {sin [ ((1 2 )/2) ((1 2 )/2)]

cos [ (1 ) (1 )]/2};

i i

i i

z v N S S

S S

= πδ − δ + + δ +

+ πδ − δ − + δ
 

2

ˆ[ ]

sin /2ctg /2 cos /2
,

2 (1 )ctg /2 (cos /2 sin /2ctg /2)

M δ =

δ πβ πβδ − δ πβ=
− δ πδ + δ πβ − δ πβ πβδ

 

 
= πδ δ −

− πδ − δ − + δ

*( ) {2cos /2 ( /2)

sin /2[ ((1 )/2) ((1 )/2)]}.

i

i i

M v N S

S S
 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ îöåíêè âðåìåíè 
çàäåðæêè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà äëèòåëüíîñòè 
èçìåðåíèé T (ò.å. ÷èñëó îáðàáàòûâàåìûõ îòñ÷åòîâ 
N). Ýòî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì îïðåäåëåíèÿ τç  
ïî íåïðåðûâíûì [2, 4, 9] è äèñêðåòíûì ðåàëèçàöè-
ÿì. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ñîîòíîøåíèé òàêæå âûòåêà-
åò, ÷òî â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ [2, 4, 9]  
â äèñêðåòíîì – çlim [ ] 0,ˆ

q
D

→∞
τ ≠  êðîìå òðåõ îñîáûõ 

òî÷åê: 0δ =  è 1/2.δ = ±  Òàê, ïðè δ = 0 

 
β + +δ =

β

2

0 2
2[ (1)]/ 1/ˆ[ ] .

8
iS q q

D
N

 

Äëÿ 1/2δ = ±  

 
2

1/2 2 2
(1 2 )ˆ[ ] .

4 [sin( /4) sin(3 /4)/3]
q

D
q N

π + βδ =
πβ + πβ

 

Â öåëîì ïðè íàëè÷èè øóìà ˆ[ ]D δ  ìîíîòîííî 
âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ìîäóëÿ δ  îò ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ 0ˆ[ ]D δ  äî ìàêñèìàëüíîãî 1/2

ˆ[ ] .D δ  
Èíûìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ âðå-
ìåííîé çàäåðæêè ìèíèìàëüíà, åñëè ïîëîæåíèå èñ-
òèííîãî çíà÷åíèÿ τç ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç îòñ÷åòîâ 
ÎÂÊÔ, ò.å. ïðè τç = pΔt. È ýòà îøèáêà ìàêñè-
ìàëüíà, åñëè τç  ïîïàäàåò â ñåðåäèíó äâóõ ñîñåäíèõ 
îòñ÷åòîâ, ò.å. ïðè τç = (p ± 1/2)Δt. Ðàçíèöà ìîæåò 
áûòü äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííîé. Òàê, ïðè q  1 äëÿ 
óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ (ò.å. ïðè β  1) îòíîøåíèå 

01/2
ˆ ˆ[ ] / [ ] 2,k D D= δ δ ≈  à äëÿ øèðîêîïîëîñíûõ (íà-

ïðèìåð, ïðè β = 1) k ≈ 3π/2.  
Íà ðèñ. 1 îòðàæåíû çàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ 

íîðìèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ îøèáîê  

 íîðì ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ]D N Nσ δ = δ = σ δ   

(êðèâûå σíîðì) îò ïàðàìåòðà δ (èç-çà èõ ÷åòíîñòè 
ïîêàçàíà îáëàñòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé δ).  
 

 
Ðèñ. 1. Íîðìèðîâàííûå ñëó÷àéíûå îøèáêè äëÿ Â× ïëîñêèõ  
 ñèãíàëüíûõ ñïåêòðîâ è áåëîãî øóìà 



682 Ôåäîðîâ Â.À. 
 

Îòìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè øèðîêîïîëîñ-
íîñòè ñèãíàëà β îøèáêà ˆ[ ]σ δ  óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ñî-
îòâåòñòâóåò ïîâåäåíèþ ñëó÷àéíîé îøèáêè èçìåðå-
íèÿ  τç  ïðè  îáðàáîòêå  íåïðåðûâíûõ  ðåàëèçàöèé  [9]. 
 Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ìîäèôèöèðîâàííûõ âçâå-
øèâàþùèõ ôóíêöèé Ψo,ì(f) íà àíàëèçèðóåìûå ñëó-
÷àéíûå îøèáêè. Ïóñòü Ψo,ì(f) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé 
Ψo(f) â ÷àñòîòíîé ïîëîñå Â×-ñèãíàëà (fä/4 ± B/2) Ãö. 
Â îñòàëüíîé ÷àñòè èíòåðâàëà Íàéêâèñòà Ψo,ì(f) = 0. 
Òîãäà ïðè ïåðåõîäå îò ˆ[ ]D δ  ê èñêîìîé ì ˆ[ ]D δ  íåîá-
õîäèìî â âûðàæåíèÿõ (18)–(20) ïðîâåñòè ñëåäóþ-
ùèå çàìåíû: 

 = − δ* 1ì 2[ ] ( ),D z G G  = + δ* 3ì 4[ ] ( ),D v G G  

ãäå  

 2 2
1ì (1 ) [ (1)]/2 ,iG N q S q= + β +   

 2 2
3ì 2 (1 ) [3 (1)]/ .iG N q S q= + β −  

Îäíà èç çàâèñèìîñòåé σ δ = δì.íîðì ìˆ ˆ[ ] [ ]D N  ïðè 

β = 0,1 íàíåñåíà íà ðèñ. 1 (êðèâàÿ σì,íîðì). Ìîæíî 
ñäåëàòü âûâîä î çíà÷èìîì óìåíüøåíèè àíàëèçè-
ðóåìîé ñëó÷àéíîé îøèáêè äàæå ïðè äîñòàòî÷íî 
âûñîêîì îòíîøåíèè óðîâíåé ñèãíàë/øóì q = 10. 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè 
ˆ[ ]σ δ  ïðè N = 400, 

ðàññ÷èòàííûå ïî ñîîòíîøåíèÿì (4), (15)–(17), ãäå 
â êà÷åñòâå Gss(k) èñïîëüçóåòñÿ ãàóññîâ Â×-ñïåêòð [1]: 

 
2

2 2
öexp[ ( ) /2 ].

2 2
ss

ss k fk
f

kG f ff
N t

σ  = − − σ=  πσΔ 
 

 

 
Ðèñ. 2. Ñëó÷àéíûå îøèáêè ˆ[ ]σ δ  ïðè N = 400 äëÿ ãàóñ- 
 ñîâûõ Â× ñèãíàëüíûõ ñïåêòðîâ è áåëîãî øóìà 
 

Êàê è äëÿ ïëîñêîãî Â×-ñïåêòðà, öåíòðàëüíàÿ 
÷àñòîòà ñèãíàëà fö = 1/4Δt. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè 
ïîëàãàåì Δt = 1 è ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñïåêòðàëü-
íóþ øèðèíó σf çàäàåì â äîëÿõ åäèíè÷íîé ÷àñòîòû 
äèñêðåòèçàöèè. Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî α = 1, à øóìû 
áåëûå, ïðè÷åì 1 1 2 2( ) ( )n n n n nnG k G k G= =  è âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå qèíò ≥ 1. 

Çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ îøèáîê ˆ ˆ[ ] [ ]Dσ δ = δ =  
ç[ ]ˆ= σ τ  îò δ, N è êîýôôèöèåíòîâ óçêîïîëîñíîñòè 

óçê ö/2 1/8f fk f= σ = σ  ñîîòâåòñòâóþò òàêîâûì äëÿ 
ïëîñêèõ ñèãíàëüíûõ ñïåêòðîâ. Íî ïðè ýòîì ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå íà 

ˆ[ ]σ δ  îêàçûâàåò âèä ïðèìåíÿåìîé 
ÎÂÊÔ. Íàèìåíüøèå ñëó÷àéíûå îøèáêè íàáëþäà-
þòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÏ (ðèñ. 2, êðèâàÿ σÌÏ). 
Íåñêîëüêî áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïðè-
ìåíåíèè ñòàíäàðòíîé ÂÊÔ (êðèâàÿ σCò). Íà ðèñ. 2 
îòëè÷èå σÌÏ îò σÑò íåâåëèêî. Íî ïðè äðóãèõ çíà÷å-
íèÿõ ñèñòåìíûõ ïàðàìåòðîâ ýòà ðàçíèöà ìîæåò 
áûòü áîëåå çíà÷èìà. Ñëó÷àéíûå îøèáêè ñóùåñò-
âåííî óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÑÊÏ 
(êðèâàÿ σÑÊÏ) è åùå â áîëüøåé ñòåïåíè äëÿ ÔÏ 
(êðèâàÿ σÔÏ). Ïðè÷åì ðàçíèöà σÌÏ, σÑò, σÑÊÏ, σÔÏ 
ìèíèìàëüíà ïðè δ = 0 è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì 
ðàññòðîåê δ, äîñòèãàÿ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðè 
δ = 1/2. Íàèìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ δ 
äèñïåðñèè îöåíîê âðåìåííîé çàäåðæêè, îñíîâàííûå 
íà ÌÏ-ïðåîáðàçîâàíèè è ñòàíäàðòíîé ÂÊÔ. Íàè-
áîëüøåé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ õàðàêòåðèçóþòñÿ îöåí-
êè τç íà îñíîâå ÔÏ. 

Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò óìåíüøåíèå ˆ[ ]σ δ  ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííûõ âçâåøèâàþùèõ 
ôóíêöèé äëÿ ÑÊÏ (êðèâàÿ σì,ÑÊÏ). Â äàííîì ñëó-
÷àå îáðàòíîå ÄÏÔ îöåíêè êîìïëåêñíîé ôóíêöèè 
êîãåðåíòíîñòè [1–4] îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïðàêòè÷å-
ñêè ïîëíîì îõâàòå ãàóññîâà Â×-ñïåêòðà, ò.å. â ñèì-
ìåòðè÷íûõ ïîëîñàõ ±(0,25 ± Qσf), ãäå Q = 3. Êàê 
ïîêàçàëè äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû, ìèíèìàëüíûå σì,ÑÊÏ 
íàáëþäàþòñÿ ïðè Q ≈ 1'2 (äëÿ qèíò = 10). Îíè 
ìåíüøå ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2 ïðèìåðíî íà 35%. 
Ïðè óâåëè÷åíèè Q σì,ÑÊÏ ïðèáëèæàåòñÿ ê ÑÊÏˆ[ ] .σ δ  

Òàê, ïðè Q = 4 çíà÷åíèÿ σì,ÑÊÏ  ïðåâûøàþò σì,ÑÊÏ  
ïðè Q = 3 ïðèìåðíî íà 46%. Âèäèìî, ýòî ÿâëÿåòñÿ 
ñëåäñòâèåì óìåíüøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îòíîøåíèÿ 
ñèãíàë/øóì â ïîëîñå îáðàáîòêè. 

Ñðàâíèì âåëè÷èíû ñëó÷àéíûõ îøèáîê îöåíîê 
δ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ äëÿ 

ˆ[ ]D δ  (4) è èçâåñòíîìó «óñå÷åííîìó» ñîîòíîøåíèþ 
óñ ˆ[ ]D δ  (5) [5]. Òàê êàê δ̂  ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåí-

êîé ïðè 0δ =  [1, 5], òî èç (4) ñëåäóåò ðàâåíñòâî 
óñˆ ˆ[ ] [ ]D Dδ = δ  ïðè δ = 0.  Îòëè÷èÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïðè 

0.δ ≠  Ñ ðîñòîì δ  ðàçíèöà èõ çíà÷åíèé, êàê ïðàâè-
ëî, òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì óñ óñˆ ˆ[ ] [ ]Dσ δ = δ  
ìîæåò áûòü êàê çíà÷èòåëüíî áîëüøå ˆ[ ]σ δ  (ñì. 
ðèñ. 1, êðèâàÿ σóñ,íîðì), òàê è çíà÷èòåëüíî ìåíüøå 
(ñì. ðèñ. 2, êðèâàÿ σóñ,ÑÊÏ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðå-
íåáðåãàòü âêëàäîì D[v] è cov(z, v) â ñëó÷àéíóþ 
îøèáêó îöåíêè âðåìåíè çàäåðæêè íåëüçÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå âûâîäû î ïîâå-
äåíèè ˆ[ ]σ δ  äëÿ Â×-ñèãíàëîâ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñò-
âóþò ðåçóëüòàòàì àíàëîãè÷íûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ íèçêî-
÷àñòîòíûõ ñèãíàëîâ ñ ïëîñêèì è ãàóññîâûì ñïåê-
òðàìè [1]. 

Çàêëþ÷åíèå 

Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïðîàíà-
ëèçèðîâàíû ñëó÷àéíûå îøèáêè îöåíèâàíèÿ âðå-
ìåííûõ çàäåðæåê ïðè êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè 



 Òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëåíèÿ âðåìåííûõ çàäåðæåê… ×àñòü 2. Ñëó÷àéíûå îøèáêè 683 
 

ìàêñèìóìîâ ÎÂÊÔ (ðàññìàòðèâàëèñü ñòàíäàðòíàÿ 
ÂÊÔ, ÑÊÏ, ÔÏ è ÌÏ-âçâåøèâàíèå). Ïîëó÷åíû 
âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè ˆ[ ]D δ  ñ ó÷åòîì D[v]  
è cov(z, v). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåíåáðåãàòü èõ âêëàäîì  
â äàííóþ îøèáêó íåëüçÿ. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷å-
ñêèå ñîîòíîøåíèÿ ˆ[ ]D δ  äëÿ ìîäåëè Â×-ïîëîñîâîãî 
ñèãíàëà íà ôîíå àääèòèâíîãî áåëîãî øóìà. Ïðè 
ýòîì îòìå÷åíî, ÷òî êîãäà áëèçêîðàñïîëîæåííûå ñèã-
íàëüíûå äàò÷èêè íàõîäÿòñÿ â îäíîì øóìîâîì ïîëå 
è qèíò ≥ 1, ˆ[ ]D δ  íå çàâèñèò îò èñïîëüçóåìûõ âçâå-
øèâàþùèõ ôóíêöèé Ψo(k). Â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ 
âëèÿíèå âèäà ïðèìåíÿåìûõ ÎÂÊÔ ñóùåñòâåííî. 
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Í× è Â× ãàóññîâûõ ñèãíàëüíûõ 
ñïåêòðîâ íàèáîëüøèå ñëó÷àéíûå îøèáêè èçìåðåíèÿ 
δ (ò.å. ôàêòè÷åñêè τç) íàáëþäàþòñÿ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ÔÏ, íàèìåíüøèå ïðè ÌÏ-âçâåøèâàíèè. Ïðè 
íàäëåæàùåì èñïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííûõ 
âçâåøèâàþùèõ ôóíêöèé  Ψo,ì(f) ìîæíî ñóùåñòâåí-
íî óìåíüøèòü ˆ[ ]D δ . 

Çàìåòíîå âëèÿíèå íà ˆ[ ]D δ  îêàçûâàåò âåëè÷èíà 
ðàññòðîéêè δ ïîëîæåíèÿ èñòèííîãî ïèêà ÎÂÊÔ 
dΔt îòíîñèòåëüíî èñïîëüçóåìîé âðåìåííîé äèñ-
êðåòíîé ñåòêè nΔt. Ïðè÷åì ñ ðîñòîì δ  ˆ[ ]D δ  óâå-
ëè÷èâàåòñÿ. Çíà÷èìîå âîçäåéñòâèå îêàçûâàåò è ñòå-
ïåíü øèðîêîïîëîñíîñòè èíôîðìàöèîííîãî ñèãíàëà. 
Ïðè åå óâåëè÷åíèè ˆ[ ]D δ  óìåíüøàåòñÿ. Òàêæå äèñ-
ïåðñèÿ îöåíêè âðåìåíè çàäåðæêè îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíà äëèòåëüíîñòè èçìåðåíèé T. 

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Ñ.Ë. Îäèí-
öîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. 
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V.À. Fedorov. Performance ñharacteristics of determination of time delays with quadratic interpola-
tion of maxima of generalized cross-correlation functions. Part 2. Random errors. 

Under our assumptions, the random errors in estimation of time delay between the information signals 
with quadratic interpolation of maxima of generalized cross-correlation functions (the basic cross-correlation 
function, smoothed coherence transform, the phase transform (PHAT) and maximum-likelihood (ML) weighing) 
have been analyzed. The effect of various signals and system parameters on the studied response was estimated. 
In general, the largest random errors occur when using PHAT, the smallest for the ML-weighting. It is shown 
that under proper use of modified frequency weighting functions they can be significantly reduced. 

 

4. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 8. 


