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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìàëîóãëîâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê äëÿ ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ ðàñ÷åòà ñâåòîâûõ ïîëåé â ìóòíûõ 
ñðåäàõ ñ àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå ðàíåå ôîðìû ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëå-
äóþò èç íàñòîÿùåãî ïîäõîäà êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè. 

 
 

Áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ ñðåä, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðåäà÷è 
îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ (ìîðñêàÿ âîäà è àòìîñôåðíûé àýðîçîëü), ÿâëÿþòñÿ ìóòíûìè ñðåäàìè ñ ñèëüíî 
àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì èçëó÷åíèÿ. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè ðàñ÷åòà ñâåòîâûõ ïîëåé â 
òàêèõ ñðåäàõ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) â 
ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè [1—3]. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñâåòî-
âûõ ïîëåé óçêèõ ïó÷êîâ [4], íåñòàöèîíàðíûõ ñâåòîâûõ ïîëåé [5], ïåðåíîñà îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ 
[6] è äðóãèå àñïåêòû òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. 

Îäíàêî èñïîëüçîâàííàÿ â [1—3] ôîðìà ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, âåñüìà ýôôåêòèâíàÿ äëÿ 
òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, îêàçûâàåòñÿ ìàëî ïðèãîäíîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, ïîñêîëüêó ðàáî-
÷èå âûðàæåíèÿ [1—6] èìåþò âèä íåñîáñòâåííîãî, î÷åíü ìåäëåííî ñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà îò îñöèëëè-
ðóþùåé ôóíêöèè. Â [7—9] ïðåäëàãàåòñÿ èíîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ÓÏÈ â ðàìêàõ ìàëîóãëîâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü óäîáíûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ âûðàæåíèÿ. Ðàçâèòèþ è îáîá-
ùåíèþ èäåé [7—9] ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ. 

Ðàññìîòðèì ñâåòîâîå ïîëå òî÷å÷íîãî èçîòðîïíîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà ñâåòà (ÒÈÌÈÑ) 
â ìóòíîé ðàäèàëüíî íåîäíîðîäíîé ñðåäå: ïîêàçàòåëü îñëàáëåíèÿ ε = ε(R), àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàñ-

ñåÿíèÿ Λ = Λ(R) è èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ ˆ ˆ( ; , ),=x x R I l  ãäå R — ðàäèóñ- âåêòîð èç öåíòðà ñèììåòðèè. 

(Çäåñü è äàëåå ñèìâîëîì «∧» îáîçíà÷àþòñÿ åäèíè÷íûå âåêòîðû). Ïîëå ÒÈÌÈÑ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-
ðåìîé îïòè÷åñêîé âçàèìíîñòè [10] â ðàìêàõ ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ðàñïðåäåëåíèþ 
ïðîñòðàíñòâåííîé îáëó÷åííîñòè îò òî÷å÷íîãî êîëëèìèðîâàííîãî èçëó÷àòåëÿ â ñòðàòèôèöèðîâàííîé 
ìóòíîé ñðåäå. Äàííûé ôàêò ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ëîêàöèè è âèäåíèÿ â àòìî-
ñôåðå. 

Ïîëå â ýòîì ñëó÷àå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî: ˆ( , ) ( , ),= μL L RR I  ãäå ˆ( , ) / ,μ = RI R  ˆI  — íàïðàâëåíèå 

âèçèðîâàíèÿ ÿðêîñòè. ÓÏÈ â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè èìååò âèä 
 

 (1) 
 

ãäå ˆ ˆ( , ), ( ) ( ) ( ).′ ′μ = σ = Λ εR R RI R  

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ L(R, μ) ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà Pk(μ), 
ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé â èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé 
ôóíêöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ìåòîäó ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ) 
 

 
 

 (2) 
 

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèò ÓÏÈ ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé [10]: 
 

  (3) 
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ãäå ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) / 4 .k k k kb R R R x R x R x R= ε − σ = π� �  

Â òðàäèöèîííîì ìåòîäå ÑÃ ñèñòåìó (3) ðåøàþò, äåëàÿ åå êîíå÷íîé, ïðè óñëîâèè Yk(R) = 0 è k, 
áîëüøåì íåêîòîðîãî N (òàê íàçûâàåìîå PN-ïðèáëèæåíèå). Îäíàêî òàêîå ðåøåíèå êðàéíå çàòðóäíè-
òåëüíî è âîçìîæíî ëèøü ïðè N < 9 [10]. Îáùèé àíàëèç ñâîéñòâ ðåøåíèÿ ÓÏÈ äëÿ ïîëÿ ÒÈÌÈÑ â 
îäíîðîäíîé ìóòíîé ñðåäå ïîêàçûâàåò [11], ÷òî ðåøåíèå L(R, μ) èìååò òðè îñîáåííîñòè ïî óãëó ïðè 
μ = 1, à èìåííî: δ(1—μ) — â íóëåâîì ÷ëåíå ðÿäà ðàçëîæåíèÿ L(R, μ) ïî êðàòíîñòÿì ðàññåÿíèÿ (íó-

ëåâàÿ êðàòíîñòü ðàññåÿíèÿ), 2
1 / 1− µ  — â ïåðâîé êðàòíîñòè è —ln(1—μ) — âî âòîðîé. Âñëåäñòâèå 

óêàçàííûõ îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ ðÿä (2) ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå μ = 1, ÷òî òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà 
÷ëåíîâ ðÿäà äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè (êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû ïî ïðèâåäåí-
íîìó íèæå ðåøåíèþ äî 3000 ÷ëåíîâ ðÿäà). Êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ âûøå âòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè 
ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì äëÿ îïèñàíèÿ òåëà ÿðêîñòè íèçøèõ èç íèõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÷èñëî ÷ëå-
íîâ â ðÿäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè èíäèêàò-
ðèñû ðàññåÿíèÿ, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ñðåä ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ñîòåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ñ 

ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìàëûå îïòè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ 
0

( ) ,

R

R drτ = ε∫  ãäå òåëî 

ÿðêîñòè ôîðìèðóåòñÿ â îñíîâíîì ìàëûìè êðàòíîñòÿìè ðàññåÿíèÿ, ïîñòîëüêó èñïîëüçîâàíèå òðàäèöè-
îííîãî ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, ñèëüíî ñãëàæèâàþùåãî îñîáåííîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ ÓÏÈ, 
ñòàíîâèòñÿ ìàëî ïðèãîäíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. 

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ÑÃ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîé 
çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ Yk(R) îò íîìåðà k ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé àïïðîêñèìàöèè çíà÷åíèé â òî÷-
êàõ Yk–1(R) è Yk+1(R), ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñèñòåìó (3) ê îäíîìó óðàâíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè, äîïóñêàþùåìó àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. 

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Y(R, k), çíà÷åíèÿ êîòîðîé â öåëî÷èñëåííûõ òî÷-
êàõ k ñîîòâåòñòâóþò Yk(R). Èç-çà íàëè÷èÿ îñîáåííîñòåé ó L(R, μ) ôóíêöèÿ Y(R, k) ÿâëÿåòñÿ ìåä-
ëåííî óáûâàþùåé ñ ðîñòîì k, ïîýòîìó Y(R, k±1) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî k ñ ñîõðàíåíè-
åì äâóõ ÷ëåíîâ (ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ) 
 

 (4) 
 
èëè òðåõ ÷ëåíîâ (ïàðàáîëè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ) 
 

 (5) 
 

Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà, êàê è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, 
ñïðàâåäëèâû, íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé è òåîðåìû î ìàñøòàáå [12], êîãäà äëÿ 
ìåíüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà (óãëà) áîëåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ÷ëåíû ðÿäà (2) ñ áîëüøèìè 
íîìåðàìè. Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (4) ñîîòâåòñòâóåò k . 1 è îòâåòñòâåííà çà îïèñàíèå îñî-
áåííîñòåé òî÷íîãî ðåøåíèÿ ÓÏÈ (íàïðèìåð, êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ (2), äëÿ δ-îñîáåííîñòè 
Y(R, k±1) = Y(R, k), â òî âðåìÿ, êàê ïàðàáîëè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (5) ñîîòâåòñòâóåò òàêæå è ìà-
ëûì k, ñóùåñòâåííûì ïðè «ïîòóïëåíèè» òåëà ÿðêîñòè L(R, μ) íà áîëüøèõ τ (êâàçèãëóáèííûé ñâåòî-
âîé ðåæèì). 

Ïðåäñòàâëåíèÿ (3) è (4) ñãëàæèâàþò ïîâåäåíèå Yk(R) îò k, ÷òî òðåáóåò [10] ïåðåõîäà ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ è â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïîñêîëüêó â îòëè÷èå îò ðàññåÿíèÿ âïåðåä, ãäå 
Ðk(1) = 1, ïðè îáðàòíîì ðàññåÿíèè Pk(—1) = (—1)k, ò.å. â îêðåñòíîñòè μ = 1 ðÿä (2) çíàêî÷åðåäóþ-
ùèéñÿ è î÷åíü ÷óâñòâèòåëåí ê õîäó çàâèñèìîñòè Yk(R) îò k, òî, ïðåíåáðåãàÿ îáðàòíûì ðàññåÿíèåì 
äëÿ ñðåä ñ àíèçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì êàê ìàëûì ïàðàìåòðîì, èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: 
 

 (6) 
 

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ (4). Â ýòîì ñëó÷àå (3), ïðè ñîõðàíåíèè â íåì òîëüêî ëè-
íåéíûõ ÷ëåíîâ, ïðèìåò âèä 
 

 (7) 
 

Äëÿ ðåøåíèÿ (7) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ 
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÷òî ïðèâîäèò ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 
 

 
 
êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, è â ðåçóëüòàòå èìååì 
 

 (8) 
 

ãäå F(ξ) — ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ ðÿäà Yk(R) ñ ìàëûìè k, âåñ êîòîðûõ âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì τ, âîñïîëüçó-

åìñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé (5) 
 

 
 

 (9) 
 

Ðåøåíèå (9) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé èíäèêàòðèñû 
k
x�  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íå ìåíåå ñëîæ-

íóþ, ÷åì èñõîäíàÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ äëÿ ìàëûõ k è α âîçìîæíî 
ïðåäñòàâëåíèå 
 

 
 
÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ 
 

 
 

ãäå 2 2

0

1
( ) sin

2
x d

π

α = α α α α∫  — ñðåäíèé êâàäðàò óãëà îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ è 

èìååì 
 

 (10) 
 

ãäå 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) / 4.R R R D R Rα = ε − σ = σ α  

Ðåøåíèå (9) áóäåì èñêàòü â âèäå 
 

 (11) 
 

ãäå E0 è S — íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ðàäèóñà-âåêòîðà R. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (11) ñãëàæèâàåò îñî-
áåííîñòè ðåøåíèÿ è ïîýòîìó òàêîå ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì îïòè÷åñêèì ðàññòîÿíèÿì 
(êâàçèãëóáèííûé ñâåòîâîé ðåæèì [13]). 

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (9) è ó÷èòûâàÿ (10), ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäà F1(R)+F2(R)k(k+1)+F3(R) 
(k(k+1))2 = 0. Ïîñêîëüêó îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì k, òî ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé: 
F1(R) = 0, F2(R) = 0, F3(R) = 0. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ñòðîãî äëÿ ãëóáèííîãî ðåæèìà è 
àíàëîãè÷íî [13], åãî â ðàñ÷åò ïðèíèìàòü íå áóäåì. Òîãäà ïðè óñëîâèè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè òåëà ÿð-
êîñòè S� 1, ñîõðàíÿÿ òîëüêî ÷ëåíû ìàëîñòè ïîðÿäêà S, ïîëó÷èì 
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 (12) 
 

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (12) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ i(R) è D(R) çàòðóä-
íèòåëüíî, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîðîäíîé ñðåäû. Äëÿ (12) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6) ïðè 
R → 0 ïðèìóò âèä: S(0) = 0 è E0(0) = 1. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå è óñëîâèå S� 1, ïîëó÷èì 
 

 (13) 
 

ãäå 2 2
0,5 , 2 / .C S a

∞
= σ α = σi i  

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîé ìóòíîé ñðåäû. Ðåøåíèå (8) 
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
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Äëÿ ìàëûõ R ïðîñòðàíñòâåííàÿ îñâåùåííîñòü 
 

 
 
èìååò îäèíàêîâûé çàêîí óáûâàíèÿ êàê â ñëó÷àå ëèíåéíîé (4), òàê è ïàðàáîëè÷åñêîé (5) àïïðîêñèìà-
öèè: Y0 ∼ exð(—i/R). Â ñëó÷àå áîëüøèõ R ïîâåäåíèå Y0(R) ïðè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èìååò âèä 
Y0 ∼ F(ξ) ⋅ exð(—iR), à ïðè ïàðàáîëè÷åñêîé — Y0(R) ⋅ åõð[—(i+Ñ)R], ò.å. ñîîòâåòñòâóåò îñëàáëå-
íèþ ïî ãëóáèííîìó ïîêàçàòåëþ îñëàáëåíèÿ Γ = i+Ñ. 

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè [1—3, 13], ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî 
ïðè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè äèñïåðñèþ ïóòåé ðàññåÿííûõ ôîòîíîâ îïðåäåëÿåò F(ξ), à ïàðàáîëè÷å-
ñêàÿ ñîîòâåòñòâóåò ó÷åòó äèñïåðñèè ïóòåé â ïðåäñòàâëåíèè â (1) μ = cosα � 1—α2/2. Îäíàêî ïîñêîëü-
êó F(ξ) âõîäèò â ðåøåíèå â âèäå ïîñòîÿííîãî ñîìíîæèòåëÿ, ò. ê. íå çàâèñèò îò r, ÷òî ñâÿçàíî ñ îòáðà-
ñûâàíèåì â (7) êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ, òî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå F(ξ) èç (7) íåâîçìîæíî è â äàëüíåé-
øåì, èñõîäÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6), áóäåì ñ÷èòàòü F(ξ) = 1. 

Ñâîéñòâà ðåøåíèÿ (12)—(13) ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ñâîéñòâàì ðåøåíèÿ [13] è â äàëüíåéøåì 
íà íåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Äëÿ àíàëèçà ñóùíîñòè ïðèáëèæåíèÿ (7) è åãî ñâÿçè ñ äðóãèìè 
ôîðìàìè ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ñëîÿ, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó R1 è 
R2, ΔR = R—R1. Òîãäà èç (8) ïîëó÷àåì 
 

 (15) 
 

Ñóììèðîâàíèå ïî k â (15) ïðîâîäèòñÿ ñ k = 0, ïîñêîëüêó äëÿ ìàëûõ óãëîâ (μ → 1) âåñ ÷ëåíîâ ñ ìà-
ëûìè k ïðåíåáðåæèìî ìàë. 

Ïîêàæåì, ÷òî èçâåñòíûå ðàíåå ôîðìû ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóþò èç (15) êàê ÷àñòíûå 
ñëó÷àè: 

1) ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå ñ ñîõðàíåíèåì âèäà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé 
ãåîìåòðèè [14, 15]. Ïðè ΔR/R → 0 èìååì ïî òåîðåìå î ñðåäíåì 
 

 
 
îòêóäà 
 



 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ 985 
 

 
 

2) ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â èíòåãðàë òèïà ñâåðòêè 
[1—3]. Ïðè îãðàíè÷åíèè â (15) ìàëûìè óãëàìè âîçìîæíû ñëåäóþùèå çàìåíû (R1 = 0) 
 

 
 

ãäå J0(kα) — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà. 
Ïðè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ 

 

 
 
Òàêèì îáðàçîì ìåæäó (15) è [1—3] íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå; 

3) ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â äèôôåðåíöèàëüíûé —
 óðàâíåíèå òèïà Ôîêêåðà-Ïëàíêà [16]. 

Äëÿ ïðåäåëüíî àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ èëè î÷åíü ìàëûõ óãëîâ âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå, àíàëî-
ãè÷íîå ïàðàáîëè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè 
 

 
 
Îòêóäà èç (15) ïîëó÷èì 
 

 
 

Äëÿ àíàëèçà îñîáåííîñòåé ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ðàçëîæèì åãî ïî êðàòíîñòÿì ðàññåÿíèÿ, ÷òî àíà-
ëîãè÷íî ðàçëîæåíèþ (8) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì σR. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ òðåõ ïåðâûõ êðàòíîñòåé 
ðàññåÿíèÿ ïîëó÷èì 
 

 (16) 
 

 (17) 
 

 (18) 
 

Êàê âèäíî èç (16), íóëåâàÿ êðàòíîñòü ñîäåðæèò δ-îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñó-
åò ïîâåäåíèå (17) è (18) â îáëàñòè îñîáîé òî÷êè μ = 1, òî íàèáîëüøèé âêëàä áóäóò äàâàòü ÷ëåíû ðÿ-
äîâ ñ k . 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ëîêàëèçàöèè Äåáàÿ â òåîðèè Ìè [17] ìîæíî çàïèñàòü äëÿ 
ïðîèçâîëüíîé èíäèêàòðèñû 
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ãäå Ñ0 — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè μ → 1 ðÿäû (17) è (18) ïðèíèìàþò âèä 
 

 
 

ãäå èñïîëüçîâàíî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî 2 ( 1) 2 1k k k+ +�  ïðè k� 1. 

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ïðîèçâîäÿùåé äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïîñëåäíèå ðÿäû íåòðóäíî ïðî-
ñóììèðîâàòü è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòü 
 

 
 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (8) ñîõðàíÿåò âñå îñîáåííîñòè òî÷íîãî. Íåñëîæíî àíàëîãè÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ, âûøå âòîðîé, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. 

Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà âèäíî, ÷òî èçëîæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (8) ïîçâî-
ëÿåò óñòàíîâèòü åäèíûé ïîäõîä ê ìàëîóãëîâîìó ïðèáëèæåíèþ. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ðåøåíèå (8) 
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé ôîðìîé ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðåíåáðåãàåò ëèøü äèñïåðñèåé ïóòåé 
ðàññåÿííûõ ôîòîíîâ è îáðàòíûì ðàññåÿíèåì. 
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V . Ð .  Â u d a k ,  S . Å .  S a r m i n . Solution of the Radiative Transfer Equation by Spherical Harmonics 
Method in Small-Angle Modification. 
 

The paper is dedicated to the development of small-angle modification of the spherical harmonic method of solu-
tion of the radiative transfer equation. It is an effective method for computation of light fields in anisotropically scat-
tering turbid media. It is shown that the known earlier small-angle approximation forms are the corollary of the pre-
sent method. 


