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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èçìåðåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïðèâåäå-
íà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèòåëÿ. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé è 
îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ èçìåðèòåëÿ. 

 
 

Èçìåðåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà (ÂÔ) ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è äëÿ êîí-
òðîëÿ êà÷åñòâà òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê 
èçìåðèòåëÿì ÂÔ âîçðîñ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ÂÔ [1]. Ïðàêòè÷åñêè èçìåðåííûé 
ÂÔ îòëè÷àåòñÿ îò èñòèííîãî. Ïðè÷èíû ýòîãî çàêëþ÷àþòñÿ â íåèäåàëüíîñòè èçìåðèòåëÿ, â ïðèñóòñò-
âèè â ÂÔ øóìîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû, íàïðèìåð, ñ ìåëêîìàñøòàáíîé êîìïîíåíòîé ÂÔ â ëèíåéíûõ 
àäàïòèâíûõ ñèñòåìàõ, îñóùåñòâëÿþùèõ êîìïåíñàöèþ íèçêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ÂÔ è äð. 

Ðàíåå îòìå÷àëîñü [2], ÷òî ïðè èçìåðåíèÿõ ìåòîäîì Ãàðòìàíà äèàôðàãìà (ýêðàí) ÿâëÿåòñÿ ôèëüò-
ðîì ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò ÂÔ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïðîöåññà èçìåðåíèé â ðàìêàõ 
âûøåóêàçàííîãî ïîäõîäà. 

Ðàçíîñòü Δϕ(ρ) ìåæäó èñòèííûì è èçìåðåííûì çíà÷åíèÿìè ôàçû ïðåäñòàâèì â âèäå [3] 
 

 
 

ãäå S(ω), ξ(ω) — ïðîñòðàíñòâåííûå Ôóðüå ñïåêòðû èñòèííîãî S(ρ) è àääèòèâíîãî øóìîâîãî ξ(ρ) ÂÔ; 
ρ = r/R, r — ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ÂÔ; R — ðàäèóñ ïó÷êà; K(ω) — ïåðåäàòî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà 
èçìåðèòåëÿ ÂÔ. Ïóñòü S(ρ) è ξ(ρ) — ñëó÷àéíûå ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ïîëÿ ñ íóëåâûìè ñðåäíå-

ñòàòèñòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ( ), ( )S ξρ ρ  (÷åðòà ñâåðõó — ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå) è ñïåêòðàëüíû-

ìè ïëîòíîñòÿìè ìîùíîñòè Gs(ω) è Gξ(ω) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà 
îøèáêè èçìåðåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ 
 

 (1) 
 
Ìåòîä Ãàðòìàíà ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü ëîêàëüíûå íàêëîíû ÂÔ, â äàííîì ñëó÷àå âàæåí ñðåäíèé êâàäðàò 
íàêëîíà: 
 

 
 

ãäå Ð — ïëîùàäü ïó÷êà â ïåðåìåííûõ ρ. Èç ôîðìóëû äëÿ Δϕ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ g2 
 

 (2) 
 

Òåîðåìà Âèíåðà-Õîïôà îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò 
îøèáêó 
 

 (3) 
 

Íà ïðàêòèêå ôóíêöèþ (3) ïðèáëèæàþò ê ðåàëèçóåìûì ôóíêöèÿì ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ êâàçèîïòè-
ìàëüíîãî ôèëüòðà. 

Ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ðåàëüíîãî èçìåðèòåëÿ ÂÔ. Ïðè èçìåðåíèÿõ ñ ïîìîùüþ äàò-
÷èêà Ãàðòìàíà èíôîðìàöèþ î ôàçå (òî÷íåå, î ëîêàëüíîì íàêëîíå ÂÔ) ïðèïèñûâàþò ìàëîìó, íî êî-
íå÷íîìó ýëåìåíòó ïëîùàäè, ñ êîòîðîé ñîáèðàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ èçìåðåíèÿ ýíåðãèÿ. Èñïîëüçóÿ 
ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÂÔ äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè èçìåðèòåëÿ, íåñëîæíî ïîëó÷èòü 
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ãäå F(ρ) — ôóíêöèÿ ïðîïóñêàíèÿ óñðåäíÿþùåé àïåðòóðû (îòâåðñòèÿ). Â ñëó÷àå êðóãëîé àïåðòóðû ñ 
ðàäèóñîì r0 
 

 (4) 
 

çäåñü ρ0 = r0/R, J1 — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà [5]. 
Ôîðìóëû (1) è (2) äàþò âîçìîæíîñòü ïî èçâåñòíûì ñòàòèñòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ñèãíàëà è 

øóìà îïðåäåëèòü îøèáêó èçìåðåíèÿ. Íàäëåæàùèì âûáîðîì ðàçìåðà óñðåäíÿþùåé àïåðòóðû ρ0 ìîæ-
íî ïðèáëèçèòü ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ (4) ê îïòèìàëüíîé. Åñëè ðàçìåð óñðåäíÿþùåé àïåðòóðû ôèê-
ñèðîâàí, òî ïîëó÷èòü êâàçèîïòèìàëüíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ìîæíî, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûé 
ïðîñòðàíñòâåííûé ôèëüòð [4], ñõåìà êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Ëèíçà 2 ñëóæèò äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå, èçìåðÿåìîãî â ïëîñêîñòè 1 ÂÔ. Ëèíçà 4 îñóùåñòâëÿåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò, ïðîïóùåííûõ ôèëüòðîì 3. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðèñ. 1 ôèëüòð â ñëó÷àå ìàëûõ 
ôàçîâûõ àáåððàöèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé 
 

 (5) 
 

ãäå ω = êRr/f, ê — âîëíîâîå ÷èñëî; r — ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè äèàôðàãìû 3; Ð1 — ïëîùàäü öåí-
òðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî îòâåðñòèÿ â äèàôðàãìå 3 â ïåðåìåííûõ ω. Ñèñòåìà ôèëüòð-äàò÷èê Ãàðòìàíà 
èìååò ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ K0(ω)K1(ω). 
 

 

 
 

 

Ðèñ. 1. Ñõåìà ôèëüòðàöèè: f — ôîêóñíîå ðàññòîÿ-
íèå äëÿ ëèíç 2, 4; 1 — èçìåðÿåìûé âîëíîâîé 
ôðîíò; 3 — ïðîñòðàíñòâåííûé ôèëüòð 

Ðèñ. 2. Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè îò ïðîñòðàíñòâåííîé 
÷àñòîòû: 1 — îïòèìàëüíàÿ; 2 — äàò÷èêà Ãàðòìàíà 

 
Ðàññìîòðèì ïðèìåð âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ èçìåðèòåëÿ ÂÔ. Ïóñòü ñèãíàë èìååò ñïåê-

òðàëüíóþ ïëîòíîñòü 
 

 (6) 
 

ãäå Cs = Rs/R — ðàäèóñ êîððåëÿöèè ñèãíàëà, íîðìèðîâàííûé íà ðàäèóñ ïó÷êà, σs — äèñïåðñèÿ ôà-
çû. Ïðèìåì, ÷òî øóì èìååò àíàëîãè÷íóþ (6) ôóíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ñ ðàäèóñîì 

êîððåëÿöèè è äèñïåðñèåé 2
.ξσ  Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (2) â ñëó÷àå êðóãëîãî îòâåðñòèÿ â äèàôðàãìå 3 

ðèñ. 1 äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè èçìåðåíèÿ ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ ÂÔ ïîëó÷àåì: 
 

 
 

 (7) 
 

ω1 = êr1R/f, r1 — ðàäèóñ äèàôðàãìû 3 ðèñ. 1. 
Äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (4) àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ îøèáêè èìååò âèä 

 

 
 

 (8) 
 
ãäå I1 — ìîäèôèöèðîâàííàÿ (îò ìíèìîãî àðãóìåíòà) ôóíêöèÿ Áåññåëÿ [5]. 
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Âûðàæåíèå (7) èìååò ìèíèìóì â òî÷êå 
 

 (9) 
 

êîòîðûé ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè Cs/Cξ > 1, σs/σξ > Cs/Cξ. Îïòèìàëüíûé ðàäèóñ r äèàôðàãìû 3 (ðèñ. 1) 
ðàâåí fωopt/êR. Îïòèìàëüíûé ðàçìåð àïåðòóðû äëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè âèäà (4) ìîæíî íàéòè, àíà-
ëèçèðóÿ çàâèñèìîñòü (8), èëè îöåíèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü àïïðîêñèìàöèåé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (4) 
ôóíêöèåé (5). Íà ðèñ. 2 â çàâèñèìîñòè îò ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû ïîñòðîåíà äëÿ Gs = 2 åõð(—2 ω2), 
Gξ = exp(–ω2) îïòèìàëüíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (êðèâàÿ 1), íîðìèðîâàííàÿ ê 1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ 
ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ (9) äëÿ ωopt, êðèâàÿ 2 — ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (4) ïðè ρ0 = 2,26/ωopt. 

Ñ ω1 — ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòîé ïðîïóñêàíèÿ èçìåðèòåëÿ, ñâÿçàíû ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà. 
Âî-ïåðâûõ, åñëè ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëÿ ïîëó÷àþò äèñêðåòíûé ñèãíàë, òî ïî òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà 
äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû øàã äèñêðåòèçàöèè 
óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó d < ½ ω1. Âî-âòîðûõ, êîëè÷åñòâî ìîä â ïðåäñòàâëåíèè ÂÔ â âèäå êîíå÷íî-
ãî ðÿäà çàâèñèò îò ω1.  Íàèáîëåå ïðîñòî ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî îöåíèòü íà ïðèìåðå ðàçëîæåíèÿ â 
ðÿä Ôóðüå. Äëÿ ðÿäà èç N2 ôóíêöèé (êîñèíóñû è ñèíóñû) ìàêñèìàëüíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòîòà 
πN/2 äîëæíà áûòü ïîðÿäêà ïîëóøèðèíû ñïåêòðà ÂÔ ω1, ò.å. N ∼ 2 ω1/π. Òàêàÿ îöåíêà ïîçâîëÿåò 
ìèíèìèçèðîâàòü îøèáêó èçìåðåíèÿ íà ýòàïå âîññòàíîâëåíèÿ ÂÔ. 

Ðàçðàáîòàííîå îïèñàíèå ïðîöåññà èçìåðåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà Ãàðòìàíà êàê 
ïðîöåññà ôèëüòðàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ è îïòèìè-
çèðîâàòü îñíîâíûå ïàðàìåòðû èçìåðèòåëÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ïðè 
ðåøåíèè çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà è óïðàâëåíèÿ èì. 
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Linear system theory is applied to the wavefront estimation. The Hartmann wavefront sensor transfer 
function and optimum transfer function are discussed. Equation for errors of measurement is presented. 


