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Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ âòîðîé è çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòüþ ðàáîòû. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè 

÷èñëåííîé ñõåìû, ïðåäëîæåííîé â ïåðâîé ÷àñòè. Îáñóæäàåòñÿ ïðèáëèæåííàÿ ïðîöåäóðà îöåíêè ìîùíîñòåé 
âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí íà âûõîäå èç êðèñòàëëà, ïîçâîëÿþùàÿ áîëüøå ÷åì íà ïîðÿäîê ñîêðàòèòü âðåìÿ 
âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîãî ÷èñëà øàãîâ ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà. 
 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè, ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëåííûå ñõåìû; se- 
cond harmonic generation, system of nonlinear equations, numerical scheme. 

 
 

Ââåäåíèå 
 
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîäîë-

æåíèåì [1] è ñîñòîèò èç äâóõ ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì 
ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ÷èñëåííîé ñõåìû, 
ïðåäëîæåííîé â [1], êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ 
äâóêðàòíûõ èíòåãðàëîâ òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî (N) ðàç. 
×åì áîëüøå âåëè÷èíà N (÷èñëî øàãîâ ðåêóððåíòíî-
ãî ïðîöåññà), òåì òî÷íåå äîëæíî áûòü ðåøåíèå íå-
ëèíåéíîé çàäà÷è, íî, î÷åâèäíî, òåì áîëüøå áóäåò 
âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû. Äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåäóðû 
÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ äâóêðàòíûõ èíòåãðàëîâ áû-
ëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äâà ïðèáëèæåíèÿ [1]. 
Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ýòèõ ïðèáëèæåíèé íà òî÷-
íîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è è åñòü ïðåäìåò 
óïîìÿíóòîé ïðîâåðêè. 

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé 

ñïîñîá îöåíêè ìîùíîñòåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí 

íà âûõîäå èç íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà, ÷òî ïîçâîëÿåò 
åùå íà ïîðÿäîê è áîëüøå óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû 

ïðîãðàììû. Ñîêðàùåíèå âðåìåíè ðàñ÷åòîâ îáåñïå-
÷èâàåòñÿ óìåíüøåíèåì ÷èñëà øàãîâ N ðåêóððåíòíî-
ãî ïðîöåññà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ôîðìàëüíî óò-
âåðæäàòü, ÷òî ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ñïîñîáà ñâîäèòñÿ 
ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ ïî ïðî-
äîëüíîé êîîðäèíàòå. 

Ïî õîäó èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà áóäåò âîçíèêàòü 
íåîáõîäèìîñòü îáðàùàòüñÿ ê ôîðìóëàì, ðàçäåëàì, 
ññûëêàì óæå ïðåäñòàâëåííûì â [1]. Äëÿ ýòîãî áóäåì 
èñïîëüçîâàòü èíäåêñ «1». Íàïðèìåð, îáðàùåíèå (45.1) 
áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ôîðìóëå (45) èç [1]. 
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1. Ïðîâåðêà ÷èñëåííîé ñõåìû 
 
Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî 

òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è, ïîëó÷àåìîãî 
ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî â [1] ïîäõîäà, äåéñòâè-
òåëüíî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà øàãîâ ðå-
êóððåíòíîãî ïðîöåññà (41.1), (42.1). Íàèáîëåå ïîä-
õîäÿùèì êðèòåðèåì òî÷íîñòè ïîêà îñòàåòñÿ âåëè-
÷èíà îøèáêè (46.1), êîòîðóþ òåïåðü ïðåäñòàâèì  
â âèäå 
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ãäå P1, 2(z = L) è P îïðåäåëåíû â (44.1), (45.1). 
Çàâèñèìîñòè îøèáêè (1) îò ÷èñëà øàãîâ N, ïî-

ëó÷åííûå ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ ìîùíîñòè îñíîâíîãî 
èçëó÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, à. 

Åñëè õàðàêòåðèñòèêè σ, L íåëèíåéíîãî êðèñòàë-
ëà è ïàðàìåòðû ôîêóñèðîâêè ξx, ξó çàäàíû, òî êàæ-
äîìó çíà÷åíèþ ìîùíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ áóäåò 
ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà μ èç (48.1). 
Êàê áûëî ñêàçàíî â ðàçä. 3.1, îò âåëè÷èíû ýòîãî 
ïàðàìåòðà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî êâàäðàòíîìó êîðíþ 
èç ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè ñôîêóñèðî-
âàííîãî ëèíåéíîãî ïîëÿ â îáúåìå êðèñòàëëà, è äîëæ-
íà çàâèñåòü îøèáêà (1). Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèå 
íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ, îñóùåñòâëÿåìûõ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìîùíîñòè îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ, 
áóäåò áîëåå èíôîðìàòèâíûì, åñëè ñîïîñòàâëÿòü 
âåëè÷èíû (48.1). 

Â ñèëó ñêàçàííîãî, äëÿ ñëó÷àåâ, ðàññìîòðåí-
íûõ íà ðèñ. 1, à, ïðèâåäåíû íå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, à âåëè÷èíû μ = 4,5; 6,3; 12,6.  
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îøèáêè (1) îò ÷èñëà øàãîâ ðåêóð-
ðåíòíîãî ïðîöåññà (41.1), (42.1) ïî îñè Z: à – äëÿ òðåõ 
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èç (48.1) μ = 4,5 (1); 6,3 (2); 12,6 (3); 
á – äëÿ òðåõ êîìáèíàöèé èñõîäíûõ óñëîâèé: ξx = 0,0001; 
ξó = 0,0001; Δk0 = 0; μ = 3 (1); ξx = 0,03; ξó = 0,4; Δk0 = 
= −0,2, μ = 6,5 (2); ξx = 0,3, ξó = 4; Δk0 = −1,1; μ = 14 (3). 
Êðèâûå ñ òî÷êàìè – ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ; ñïëîøíûå 
  êðèâûå – çàâèñèìîñòè ÎÅÒ(N) (2) 

 

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè èñõîäíûõ óñëîâèÿõ (57.1). 
Åñëè áû â êàæäîì èç òðåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ 
îøèáêà (1) óìåíüøàëàñü êàê 1/N, òî ðàññìàòðè-
âàåìûå çàâèñèìîñòè èìåëè áû âèä 

 = = ⋅( ) ( ) / ,ET E n nO N O N N N N  (2) 

ãäå Nn – íà÷àëüíîå ÷èñëî øàãîâ. 
Íà ðèñ. 1, à «òåîðåòè÷åñêèå» îøèáêè (2) äëÿ 

êàæäîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. 
Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè ÎÅ(N) è ÎÅÒ(N), 

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, á äëÿ òðåõ êîìáèíàöèé èñ-
õîäíûõ óñëîâèé. Ïðè ïðîâåäåíèè ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïà-
ðàìåòð μ (à çíà÷èò, ìîùíîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ) 
âûáèðàëñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîé êîìáè-
íàöèè çíà÷åíèé (ξx, ξy, Δk0, μ) ÊÏÄ íåëèíåéíîãî ïðî-
öåññà (56.1) áûë ïðèìåðíî îäèíàêîâûì (∼ 70%), ÷òî  

 
áëèçêî (è ýòî ìîæíî ïîêàçàòü) ê ïðåäåëüíîìó çíà-
÷åíèþ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïî ñõåìå (41.1), (42.1) 
ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîèõ ïðèáëèæåíèé, îáñóæäàâ-
øèõñÿ â [1]. 

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1, ïîçâî-
ëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó-
÷àÿõ (ìîùíîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ è ïàðàìåòðû ôî- 
êóñèðîâêè èçìåíÿþòñÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäå-
ëàõ) îøèáêè (1) ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà øàãîâ N 
óáûâàþò, ïðè÷åì íåñêîëüêî áûñòðåå, ÷åì 1/N. Èç 
ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ òàêæå õîðîøî âèäíî, 
÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè N âåëè÷èíà îøèá-
êè (1) ñèëüíî çàâèñèò îò èñõîäíûõ óñëîâèé. Â ÷àñò-
íîñòè, âðåìÿ ðàñ÷åòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ 

àïðèîðíî çàäàííîé âåëè÷èíû îøèáêè (1), äîëæíî 
áûòü òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ìîùíîñòü ëàçåðíîãî 
èçëó÷åíèÿ è ÷åì ñèëüíåå îíî ôîêóñèðóåòñÿ â êðè-
ñòàëë. 

Ïîñêîëüêó îøèáêà (1) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ  
ê íóëþ ïðè N → ∞, ýòî, î÷åâèäíî, îçíà÷àåò, ÷òî 
âåëè÷èíû ìîùíîñòè P1, 2(z = L), êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ â õîäå ðåàëèçàöèè ñõåìû (41.1), (42.1), áóäóò 
ïðè N → ∞ ñòðåìèòüñÿ ê íåêèì àñèìïòîòè÷åñêèì 
çíà÷åíèÿì, êîòîðûå è ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà-
÷åñòâå èñêîìîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Îä-
íàêî âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî áëèçêî ýòè àñèìïòî-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü 
òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì. 
Åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ÏÇÏ (ïðîâåðêè äëÿ ýòîãî 
ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàëèñü â [1]), òî åäèíñòâåííîé 
âîçìîæíîñòüþ îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ 
ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ-
÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ äðóãèì ñïîñîáîì. Ðåçóëüòàòû 
òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. 

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî 
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1), (4.1) áûë èñïîëü-
çîâàí òðàäèöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïà- 
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà: ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçèè- 
÷åñêèì ôàêòîðàì (èëè ìåòîä ïîîïåðàòîðíîãî ðàñ-
ùåïëåíèÿ) [11.1, 12.1]. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà 

ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íà êàæäîì øàãå ðàçáè-
âàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðàâûå ÷àñòè 
óðàâíåíèé ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ è ðåøàåòñÿ 
çàäà÷à äèôðàêöèè íà äèñêðåòíîì øàãå âäîëü îñè 

ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Äèôðàêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíî-
âå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà Ôóðüå ñ èñïîëüçîâàíèåì 

àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Íà âòî-
ðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1), (4.1), 
â êîòîðîé ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ ñëàãàåìûå  
ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì 
(x, y). Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèíèìàåòñÿ 
ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïåðâîì ýòàïå. Äàëåå ïðî-
öåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ. 

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå, ïîëó÷åíû 
äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà μ (ñòîëáåö 1). 
Ìîùíîñòè îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ è ÂÃ, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ èç (41.1), (42.1) ñ ÷èñëîì øàãîâ N = 400, 
è âåëè÷èíû ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì îøèáîê (1) ïðè-
âåäåíû â ñòîëáöàõ 5 è 6. Çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè âçàèìî- 
äåéñòâóþùèõ âîëí, ïîëó÷åííûå ïðè ñòðîãîì ðåøåíèè, 
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Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ ñïîñîáàìè 

P1 (400) 
P2 (400) 

 P1 (3200) 
P2 (3200) 

P1 (ïðîãíîç) 
P2 (ïðîãíîç) 

 P1 

 P2 
 OE, % 

 O1, % 
 O2, % μ 

Ñòðîãîå ðåøåíèå (ðàçíîå ÷èñëî N) Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (N = 400) 

 1   2  3  4  5  6  7 

 9,51 
0,2614500 
0,7385500 

0,2753100 
0,72469 

0,2772570 
0,722743 

0,2817054 
0,7384757 

−2,018116 
   −7,747350   
     0,0100558 

 10,46 
0,2257700 
0,7742300 

0,2410900 
0,75891 

0,2432430 
0,756757 

0,2474465 
0,7741245  

−2,157093 
   −9,601128    
     0,01362647 

 11,41 
0,1978700 
0,8021300 

0,2144300 
0,78557 

0,2167570 
0,783243 

0,2208810 
0,8019640 

−2,284508 
−11,62936    
    0,02068734 

 12,36 
0,1768500 
0,8231500 

0,1944200 
0,80558 

0,1968890 
0,803111 

0,2011479 
0,8228932 

−2,404110 
−13,73925    
    0,03119441 

 13,31 
0,1620600 
0,8379400 

0,1803900 
0,81961 

0,1821650 
0,817835 

0,1876197 
0,8375776 

−2,519731 
−15,77175    
    0,04324847 

 14,26 
0,1529800 
0,8470200 

0,1718200 
0,82818 

0,1744470 
0,825553 

0,1798180 
0,8465281 

−2,634612 
−17,54346    
    0,05806918 

 15,21 
0,1491500 
0,8508500 

0,1682600 
0,83174 

0,1701450 
0,829855 

0,1772876 
0,8502300 

−2,751769 
−18,86531    
    0,07286218 

 16,16 
0,1499700 
0,8500300 

0,1691400 
0,83086 

0,1718330 
0,828167 

0,1794471 
0,8492905 

−2,873762 
−19,65536    
    0,08699867 

 17,11 
0,1546200 
0,8453800  

0,1736800 
0,82632 

0,1763580 
0,823642 

0,1854498 
0,8445796 

−3,002941 
−19,93906    
    0,09467591 

 18,06 
0,1619400 
0,8380600  

0,1808400 
0,81916 

0,1834960 
0,816504 

0,1941162 
0,8372934 

−3,140960 
−19,86923    
    0,09147733 

 19,01 
0,1704800 
0,8295200 

0,1893200 
0,81068 

0,1919670 
0,808033 

0,2040037 
0,8288875 

−3,289114 
−19,66427    
    0,07625187 

 

ïîêàçàíû â ñòîëáöàõ 2 è 3 äëÿ ÷èñëà èòåðàöèé 

N = 400 è N = 3200. Îòëè÷èÿ äâóõ âàðèàíòîâ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ïðè îäèíàêîâîì êîëè÷åñòâå øàãîâ 
(N = 400) âûðàæåíû â âèäå îøèáîê (61.1), (55.1)  
è ïðèâåäåíû â ñòîëáöå 7. Ðåçóëüòàò ýêñòðàïîëÿ- 
öèè ñòðîãîãî ðåøåíèÿ íà ñëó÷àé N → ∞ ïðèâåäåí  
â ñòîëáöå 4. Èìåííî ýòè çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè â äàëü-
íåéøåì è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå «òî÷íîãî» 
ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. 

Ïðîàíàëèçèðîâàâ âåëè÷èíû îøèáîê, ïðèâåäåí-
íûõ â ñòîëáöàõ 6 è 7, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çà-
êëþ÷åíèþ. Ïðåäëîæåííàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà (41.1), 
(42.1), íåñìîòðÿ íà âñå îãðàíè÷åíèÿ è ïðèáëèæåíèÿ, 
èñïîëüçóåìûå ïðè åå ðåàëèçàöèè, äàåò ïðàêòè÷åñêè 

òàêèå æå îöåíî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìîùíîñòè ÂÃ, 
÷òî è ñòðîãàÿ ñõåìà: îøèáêè Î2 (ñòîëáåö 7) âî âñåõ 
ñëó÷àÿõ íå ïðåâûøàþò 0,1%. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû 
îøèáîê Î1 îêàçûâàþòñÿ âåñüìà áîëüøèìè (> 10%). 
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî íå ñâèäåòåëüñòâóåò îá îøèá- 
êàõ, êîòîðûå âíîñèò ïðîâåðÿåìàÿ ïðèáëèæåííàÿ ñõå- 
ìà ïðè îïèñàíèè ïîëÿ îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ. Áîëü-
øèå îòëè÷èÿ â çíà÷åíèÿõ ìîùíîñòè Ð1 èç ñòîëáöîâ 
2 è 5 ñâÿçàíû âñåãî ëèøü ñ òåì, ÷òî â ñòðîãîé ñõåìå 
ìîùíîñòü Ð1 ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó «òî÷íîìó» çíà÷å-
íèþ Ð1t (ñòîëáåö 4) «ñíèçó», ò.å. âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ 
Ð1 < Ð1t. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, îáðàòèâøèñü ê ðå-
çóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â ñòîëáöàõ 2, 3 è 4. Ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåííîé ñõåìû (41.1), (42.1) 
íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ: Ð1 ñòðåìèòñÿ ê ñâî-
åìó àñèìïòîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ «ñâåðõó» (äàëåå ýòî 
áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè 
ðåçóëüòàòû â ñòîëáöàõ 2 è 5 ñðàâíèâàòü íå äðóã  
ñ äðóãîì, à ñ «òî÷íûìè» çíà÷åíèÿìè èç ñòîëáöà 4, 
òî îêàæåòñÿ, ÷òî è ñòðîãèé, è ïðèáëèæåííûé ïîä-
õîäû îïðåäåëÿþò ìîùíîñòü Ð1 ñ îøèáêàìè, ñîïîñ-

òàâèìûìè ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî 
çíàêàì. 

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå, ÿâëÿþòñÿ 

åùå îäíèì ñâèäåòåëüñòâîì â ïîëüçó ïðåäëàãàåìîé 

ïðèáëèæåííîé ñõåìû, íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìó-
ëèðîâàòü îêîí÷àòåëüíîå çàêëþ÷åíèå, ñëåäóåò îáðà-
òèòüñÿ ê ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 2, – ýòî 
çàâèñèìîñòè îøèáîê (61.1) è (55.1) îò ÷èñëà øàãîâ 
÷èñëåííîé ñõåìû (41.1), (42.1). Â êà÷åñòâå òî÷íûõ 
çíà÷åíèé ìîùíîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ñòîëáöå 4 
òàáëèöû. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ íàèáîëåå èíòå-
ðåñíîãî â ïðàêòè÷åñêîì ïëàíå ñëó÷àÿ μ = 15,21, êî-
ãäà ýôôåêòèâíîñòü ÃÂÃ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ. 

Çàâèñèìîñòè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 2, îäíîçíà÷-
íî ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ 
÷èñëà øàãîâ ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà (41.1), (42.1), 
îøèáêè (55.1) è (61.1) ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ 
(êàê ïðèáëèçèòåëüíî 1/N). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî 
àñèìïòîòè÷åñêèå (ïðè N → ∞) çíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé 
P1(N) è P2(N) äîëæíû ñîâïàäàòü ñ òî÷íûì ðåøå-
íèåì íåëèíåéíîé çàäà÷è. Âûøåñêàçàííîå îïðåäåëÿ-
åò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðîâåäåííîé ïðîâåðêè. 

Êîëè÷åñòâåííàÿ ñòîðîíà ðåçóëüòàòîâ, ïîêàçàí-
íûõ íà ðèñ. 2, ìîæåò íåñêîëüêî èçìåíÿòüñÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, êàêîé âàðèàíò ðåøåíèÿ áóäåò âûáè-
ðàòüñÿ â êà÷åñòâå òî÷íîãî. Íàïîìíèì, ÷òî ìîùíîñòè 

P1 è P2, ïðèâåäåííûå â ñòîëáöå 4 òàáëèöû, ÿâëÿþò-
ñÿ òî÷íûìè òîëüêî óñëîâíî. Îäíàêî ïîêà íåò íèêà-
êèõ ñîìíåíèé â òîì, ÷òî îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðîâå-
äåííîé ïðîâåðêè â êà÷åñòâåííîì ïëàíå íå èçìåíèò- 
ñÿ: ïðè óâåëè÷åíèè N ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è  
ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ïðèáëèæåííîé ÷èñëåííîé 

ñõåìû áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷íîìó ðåçóëüòàòó  
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îøèáîê (61.1) (1) è (55.1) (2) îò 
÷èñëà øàãîâ ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà (41.1), (42.1). Êðè-
âûå ñ òî÷êàìè – ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ; ñïëîøíûå êðèâûå – 
  çàâèñèìîñòè ÎÅÒ(N) (2) 

 

ïî çàêîíó, áëèçêîìó ê 1/N. Ïîñëåäíåå, â ÷àñòíîñòè, 
îçíà÷àåò, ÷òî, êàê è ïðåäïîëàãàëîñü (ñì. ðàçä. 2.1), 
ðåøåíèå (41.1), (42.1) îïðåäåëÿåò ÷èñëåííóþ ñõåìó 
ïåðâîãî ïîðÿäêà. 

 

2. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå 
èíòåãðàëîâ ïî ïðîäîëüíîé  

êîîðäèíàòå 
 
Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû íà ðèñ. 1 è 2, çàêëþ÷àåì, 

÷òî â ðàìêàõ ÷èñëåííîé ñõåìû (41.1), (42.1) îøèá-
êè (1), (61.1) è (55.1), ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà 
øàãîâ N, óìåíüøàþòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâûì îá-
ðàçîì – áëèçêèì ê 1/N. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíû 
ïðèáëèæåííî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà 

 = − = α ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦1 1 1 1 1( ) ( ) / ( ),t t EO N P P N P O N  

 = − = α ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦2 2 2 2 2( ) ( ) / ( ),t t EO N P P N P O N   (3) 

ãäå íå çàâèñÿùèå îò N êîýôôèöèåíòû α1 è α2 è òî÷-
íûå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé P1t è P2t ÿâëÿþòñÿ íåèç-
âåñòíûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå òðåáóåòñÿ îòûñêàòü 
â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. 

Åñëè áû ðàâåíñòâà (3) âûïîëíÿëèñü òî÷íî,  
òî èñêîìûå âåëè÷èíû ìîùíîñòåé (P1t è P2t) âçàèìî- 
äåéñòâóþùèõ âîëí íà âûõîäå èç êðèñòàëëà ìîæíî 
áûëî áû ëåãêî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðåàëèçóåì 
ñõåìó (41.1), (42.1) ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì øàãîâ: 
N = N1 è N = N2. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì äâå òðîéêè 
çíà÷åíèé: Ð1(N1, N2), Ð2(N1, N2) è ÎÅ(N1, N2). Ïîä-
ñòàâëÿåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (76.1) è ïîëó÷àåì 
äâå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé êàæäàÿ äëÿ íåèç-
âåñòíûõ (P1t, α1) è (P2t, α2). Ðàçðåøàÿ ýòè ñèñòåìû 
îòíîñèòåëüíî, íàïðèìåð, P1t è P2t, íàõîäèì, ÷òî 
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ (4), (5) òî÷íî óäîâëå-
òâîðÿþò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè – äëÿ ëþáîé 
ïàðû çíà÷åíèé N1 è N2 âûïîëíÿåòñÿ 

 + =1 2 ,t tP P P   (6) 

ãäå ìîùíîñòü P îïðåäåëåíà â (45.1). 
Â äåéñòâèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòû α1 è α2 ÿâ-

ëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ÷èñëà øàãîâ N ðåêóððåíòíîãî 
ïðîöåññà (41.1), (42.1), â ñèëó ÷åãî ðàâåíñòâà (3) 
âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ïðèáëèæåííî. Ïîýòîìó ðåçóëü-
òàò èñïîëüçîâàíèÿ (4), (5), êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç 
Ð1(N1, N2) è Ð2(N1, N2), áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íûõ 
çíà÷åíèé ìîùíîñòåé P1t è P2t è çàâèñåòü îò êîí-
êðåòíîãî âûáîðà âåëè÷èí N1 è N2. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, (4), (5) îïðåäåëÿþò åùå îäèí âàðèàíò ÷èñëåííîé 
ñõåìû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. 
Òîëüêî ýòà ÷èñëåííàÿ ñõåìà, â îòëè÷èå îò ñõåìû 
(41.1), (42.1), ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé: äëÿ ëþáîé 
ïàðû çíà÷åíèé N1 è N2 

 + = +1 1 2 2 1 2( , ) ( , )  (1 ),P N N P N N P O   (7) 

ãäå îøèáêà O îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà 10−6
 – 10−7 è îï-

ðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ. 
Ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé (4), (5), ìîæíî ïîëó-

÷èòü è äðóãèì, ìåíåå ôîðìàëèçîâàííûì ñïîñîáîì. 
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, èñïîëüçóÿ (41.1), (42.1), ïî-
ñòðîèòü çàâèñèìîñòè Ð1(N) è Ð2(N) äëÿ íåêîòîðîãî 
îãðàíè÷åííîãî è äèñêðåòíîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé N. 
Çàòåì ýòè çàâèñèìîñòè íåîáõîäèìî ýêñòðàïîëèðîâàòü 
íà ñëó÷àé N → ∞, âûáðàâ äëÿ ýòîãî ïîäõîäÿùèé 
ñïîñîá è ïîäõîäÿùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ. Ìîæíî îæè-
äàòü, ÷òî îñóùåñòâëåíèå òàêîé ïðîöåäóðû ïðèâåäåò 
ê óòî÷íåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è: ïî ñðàâíåíèþ ñ Ð1(N) 
è Ð2(N), îøèáêè (55.1), (61.1) è (1) äîëæíû ñòàòü 
ìåíüøå. Â ÷àñòíîñòè, ïîäîáíûì îáðàçîì áûëè ïî-
ëó÷åíû çíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé, ïðèâåäåííûå â ñòîëá-
öå 4 òàáëèöû. 

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñêàçàííîå, âûðàæåíèÿ (4), 
(5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç âîçìîæíûõ 

âàðèàíòîâ ýêñòðàïîëÿöèè ïî äâóì óçëàì. Íåñìîòðÿ 

íà òî, ÷òî òàêîé âàðèàíò «ïðîãíîçà» ÿâëÿåòñÿ, î÷å-
âèäíî, ñàìûì ãðóáûì, èìåííî (4), (5) è ïðåäëàãà-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èñêîìîãî ðåøåíèÿ íå-
ëèíåéíîé çàäà÷è. Ïåðâîå, ÷òî â ýòîé ñâÿçè íåîáõî-
äèìî ñäåëàòü, ýòî ïîñìîòðåòü, êàê òàêîå ðåøåíèå 
áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà ÷èñåë N1 è N2, êîòîðûå 
âåçäå äàëåå áóäåì çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ âåëè÷èí 

 = +1 2SN N N  è = − >2 1 1.ND N N  (8) 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè çà-
âèñèìîñòåé Ð1(NS, DN) è Ð2(NS, DN), êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ (4), (5). 

Äëÿ òðåõ çíà÷åíèé DN (10, 20 è 30) íà ðèñ. 3 
ïîêàçàí âèä ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâåííî, Ð2N(NS, DN) 
è Ð1N(NS, DN), ãäå 

 = +
1,2

1 ,2

1,2 max

( , )
( , ) ,

( ,
 

)
 

S N

N N S N

N

P N D
P N D S

P N D
 (9) 
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Nmax – ìàêñèìàëüíîå èñïîëüçóåìîå ÷èñëî øàãîâ NS; 
âåëè÷èíà S îïðåäåëÿåò ñìåùåíèå ãðàôèêîâ âäîëü 
îñè îðäèíàò. Èñïîëüçîâàíèå íîðìèðîâàííûõ ìîù-
íîñòåé (9) âìåñòî Ð1(NS, DN) è Ð2(NS, DN) îáóñëîâ-
ëåíî èñêëþ÷èòåëüíî æåëàíèåì óâåëè÷èòü íàãëÿä-
íîñòü ðèñóíêîâ. Ðàñ÷åòû ïðèâåäåíû äëÿ íåñêîëüêèõ 
êîìáèíàöèé èñõîäíûõ óñëîâèé. Âåëè÷èíû μ âûáè-
ðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýôôåêòèâíîñòü íåëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âî âñåõ òðåõ óêàçàííûõ ñè-
òóàöèÿõ áûëà ∼ 10% ïðè ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå øàãîâ 
NS = Nmax. Âûáðàííûå âåëè÷èíû Δk0 ÿâëÿþòñÿ îï-
òèìàëüíûìè äëÿ íèçêîýôôåêòèâíîé ÃÂÃ. 
 

 
a 

 
á 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü Ð2N(NS, DN) (à); Ð1N(NS, DN) (á)  
èç (9) îò ñóììàðíîãî ÷èñëà øàãîâ NS äëÿ òðåõ çíà÷åíèé 
DN = 10 (1), 20 (2), 30 (3). Êîìáèíàöèè èñõîäíûõ ïàðà-
ìåòðîâ: ξõ = 0,01, ξy = 4, Δk0 = −1,1 (êðèâûå I); ξõ = 0,3, 
ξy = 4, Δk0 = −1,1 (êðèâûå II); ξõ = 0,3, ξy = 0,4, Δk0 = 
= −0,3 (êðèâûå III); ýôôåêòèâíîñòü íåëèíåéíîãî ïðåîáðà- 
  çîâàíèÿ âî âñåõ òðåõ ñèòóàöèÿõ ïðè NS = Nmax ∼ 10% 

 

Çàâèñèìîñòè Ð1N(NS, DN) è Ð2N(NS, DN) èç (9), 
ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4, ïîëó÷åíû äëÿ òåõ æå òðåõ 
çíà÷åíèé DN – 10, 20 è 30 – è äëÿ òåõ æå òðåõ 
êîìáèíàöèé èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (ξõ, ξó, Δk0) – 
ñèòóàöèè I, II, III, ÷òî è íà ðèñ. 3. Òîëüêî òåïåðü 
âåëè÷èíû μ âûáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýôôåê- 
òèâíîñòü íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âî âñåõ òðåõ 
 

 

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü Ð1N(NS, DN) è Ð2N(NS, DN) èç (9)  
îò ñóììàðíîãî ÷èñëà øàãîâ NS äëÿ òðåõ çíà÷åíèé  
DN = 10 (1), 20 (2), 30 (3). Êîìáèíàöèè èñõîäíûõ ïàðà-
ìåòðîâ: ξõ = 0,01, ξy = 4, Δk0 = −1,1 (êðèâûå I); ξõ = 0,3, 
ξy = 4, Δk0 = −1,1 (êðèâûå II); ξõ = 0,3, ξy = 0,4, Δk0 = 
= −0,3 (êðèâûå III); ýôôåêòèâíîñòü íåëèíåéíîãî ïðåîáðà- 
  çîâàíèÿ âî âñåõ òðåõ ñèòóàöèÿõ ïðè NS = Nmax ∼ 50% 

 

óêàçàííûõ ñèòóàöèÿõ áûëà ∼ 50% ïðè ìàêñèìàëüíîì 
÷èñëå øàãîâ NS = Nmax. Ñìåùåíèÿ S èç (9) áûëè 
ðàâíû 0,0125, 0 è −0,015. 

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3 è 4, ïî-
çâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Ïî ìåðå óâå-
ëè÷åíèÿ ñóììàðíîãî ÷èñëà øàãîâ NS â ñõåìå (4), 
(5) ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé âçàèìîäåéñò-
âóþùèõ âîëí Ð1(NS, DN) è Ð2(NS, DN) ñòðåìÿòñÿ  
ê íåêîòîðûì àñèìïòîòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì, êîòîðûå 
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå èñêîìûõ ðåøå-
íèé. Åñëè òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ 
ñëèøêîì âûñîêîé, òî ìîæíî óñëîâíî ñ÷èòàòü, ÷òî 
ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè äîñòèãàþò-
ñÿ ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì êîëè÷åñòâå øàãîâ 
NS = Nopt ≈ 200. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ 
õîðîøî âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå NS > Nopt âåëè÷èíû 
Ð1(NS, DN) è Ð2(NS, DN) ñëàáî çàâèñÿò îò âûáî- 
ðà DN. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ NS < Nopt çàâèñèìî-
ñòè Ð1(NS, DN) è Ð2(NS, DN) ïðèîáðåòàþò îñöèëëè-
ðóþùèé õàðàêòåð. Âåëè÷èíà ýòèõ îñöèëëÿöèé îêà-
çûâàåòñÿ òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå DN  
è ýôôåêòèâíîñòü ÃÂÃ. 

Ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 4 è 5 ðåçóëüòàòû ïîêàçû-
âàþò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà Ns äîëæíà áûòü 
òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ýôôåêòèâíîñòü íåëèíåé- 
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïàðàìåòð ôîêóñèðîâêè ξõ. 
Õàðàêòåð Ð1(NS, DN) è Ð2(NS, DN) ïðàêòè÷åñêè íå 
çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ξó, ïî êðàéíåé ìåðå 
â êà÷åñòâåííîì ïëàíå. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàèáîëåå 
ñëîæíûìè äëÿ ïîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ îêàçûâàþòñÿ 
ñèòóàöèè, õàðàêòåðèçóåìûå áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè 
ïàðàìåòðîâ μ è ξõ. Â ýòîì ñìûñëå ñõåìû (41.1), 
(42.1) è (4), (5) âåäóò ñåáÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæè-
äàòü, ïîõîæèì îáðàçîì. 

Èñïîëüçîâàíèå ñõåìû (4), (5) áóäåò öåëåñîîá-
ðàçíûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè àñèìïòîòè÷åñêèå 
çíà÷åíèÿ Ð1(NS, DN) è Ð2(NS, DN), ðåàëèçóåìûå  
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îøèáîê Î1 (61.1) è Î2 (55.1) îò ñóì-
ìàðíîãî ÷èñëà øàãîâ NS äëÿ òðåõ çíà÷åíèé DN = 10 
  (êðèâûå 1), 20 (êðèâûå 2), 30 (êðèâûå 3) 

 
ïðè NS > Nopt, áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê P1t è P2t, ò.å.  
ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è. ×òîáû ïðîâåðèòü ýòîò 
ìîìåíò, âíîâü îáðàòèìñÿ ê ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåí-
íûì â òàáëèöå, è ñðàâíèì ðåøåíèÿ (4), (5) ñ äàí-
íûìè èç ñòîëáöà 4 òàáëèöû, êîòîðûå è áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ðåçóëüòàò 
òàêîãî ñðàâíåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 5 â âèäå çàâèñè-
ìîñòåé îøèáîê (55.1) è (61.1) îò ñóììàðíîãî ÷èñëà 

øàãîâ NS ñõåìû (4), (5). Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ 
òðåõ çíà÷åíèé DN: 10, 20 è 150. Âåëè÷èíà μ ïðè 
ýòîì ñîñòàâëÿëà 9,51 (ïåðâàÿ ñòðîêà â òàáëèöå). 

Ðèñóíîê 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî îøèáêè (55.1) è (61.1), 
ïîëó÷àåìûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîé ñõåìû (4), 
(5), ïðè NS = Nopt (äëÿ âûáðàííîãî íàáîðà èñõîä-
íûõ óñëîâèé Nopt ∼ 400), âûõîäÿò íà íåêîòîðûå 
ñòàöèîíàðíûå óðîâíè ∼ 0,1–0,2%. Äàëüíåéøåå óâå-
ëè÷åíèå ÷èñëà øàãîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì óâåëè÷è-
âàåò âåëè÷èíû îøèáîê. Ïðè÷åì ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ 
òåì çàìåòíåå, ÷åì ìåíüøå âåëè÷èíà DN. 

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ÷èñëåí- 
íàÿ ñõåìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà-
÷è íå ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ñêîëüêî óãîäíî ìàëóþ 

âåëè÷èíó îøèáîê (55.1) è (61.1). Ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïðèáëè-
æåíèÿìè, èñïîëüçîâàííûìè äëÿ óìåíüøåíèÿ âðåìå-
íè ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî è äëÿ ïðî-
ñòåéøåãî ñëó÷àÿ – ïðèáëèæåíèå çàäàííîãî ïîëÿ (ñì. 
ðàçä. 2.1) – âåëè÷èíû îáñóæäàåìûõ îøèáîê òàê æå 
áûëè íà óðîâíå ∼ 0,1%. Ïîýòîìó ïðèâîäèòü ðåçóëü-
òàòû, àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 5, íî ïî-
ëó÷åííûå äëÿ äðóãèõ êîìáèíàöèé èñõîäíûõ óñëîâèé 

μ, ξõ, ξy, Δk0, áîëüøîãî ñìûñëà íå èìååò. Îñíîâíîé 
âûâîä â êà÷åñòâåííîì ïëàíå îñòàíåòñÿ ïðåæíèì: 
óâåëè÷åíèå ÷èñëà øàãîâ ñõåìû (4), (5) èìååò ñìûñë 
(ðåøåíèå çàäà÷è óòî÷íÿåòñÿ) òîëüêî äî íåêîòîðî- 
ãî çíà÷åíèÿ NS = Nopt, êîòîðîå çàâèñèò îò èñõîä- 
íûõ óñëîâèé çàäà÷è. Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå âåëè÷è-
íà DN èç (8), òåì áîëåå ìîíîòîííî îøèáêè (55.1)  
è (61.1) áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê ñâîèì ìèíèìàëüíûì 
çíà÷åíèÿì. 

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ÷èñëåííîé ñõåìû (4), 
(5), ïî ñðàâíåíèþ ñ (41.1), (42.1), èëëþñòðèðóþò 

ðåçóëüòàòû íà ðèñ. 6. Çäåñü ïðèâåäåíû îøèáêè  
Î1 (61.1) è Î2 (55.1), ïîëó÷àåìûå ïðè ðåøåíèè 
îäíîé è òîé æå çàäà÷è äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ÷èñëåííîé ñõåìû (4), (5) – êðèâûå I –  

è ñõåìû (41.1), (42.1) – êðèâûå II. Êðèâûå I äå-
ìîíñòðèðóþò çàâèñèìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ îøèáîê 
îò ñóììàðíîãî ÷èñëà øàãîâ NS (DN = 20), à êðè-
âûå II – îò ÷èñëà øàãîâ N = 3NS, èñïîëüçóåìîãî 
äëÿ ðåàëèçàöèè ñõåìû (41.1), (42.1). Ðàññìàòðè-
âàåìàÿ çàäà÷à õàðàêòåðèçîâàëàñü èñõîäíûìè óñëî-
âèÿìè (57.1); μ = 19,01. Â òàáëèöå ýòîé çàäà÷å ñîîò-
âåòñòâóþò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ïîñëåäíåé 
ñòðîêå. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå òî÷íûõ çíà÷åíèé 

ìîùíîñòåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî çàäàòü äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ îøèáîê Î1 (61.1) è Î2 (55.1), âûáèðàëèñü 
ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ïîñëåäíåé ñòðîêå, ñòîë-
áåö 4. 

 

 
Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòè Î1, 2(NS) è Î1, 2(N = 3NS), ïîëó÷åííûå 
ïðè äâóõ âàðèàíòàõ ðåøåíèÿ âûáðàííîé íåëèíåéíîé çà-
äà÷è: ñõåìà (4), (5) (êðèâûå I); ñõåìà (41.1), (42.1) (êðè-
âûå II). Êðèâûå ñ òî÷êàìè – ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ; ñïëîø-
íûå êðèâûå – àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèÿìè (10) (êðèâûå I) 
  è ôóíêöèÿìè (11) (êðèâûå II)  

 

Ðåçóëüòàòû íåïîñðåäñòâåííûõ ðàñ÷åòîâ íà ðèñ. 6 
ïîêàçàíû êðèâûìè ñ òî÷êàìè. Ñïëîøíûìè êðèâû-
ìè ïðåäñòàâëåíû àïïðîêñèìèðóþùèå ýòè ðåçóëüòà-
òû çàâèñèìîñòè Î1Ò è Î2Ò, êîòîðûå äëÿ ñèòóàöèé I 
è II èìåëè ñëåäóþùèé âèä: 

 = = ⋅

3
1 ,2 1,2( ) ( ) ( / ) ,T T n nO N O N N N N  (10) 

 = = ⋅1 ,2 1,2( ) ( ) / ,T T n nO N O N N N N  (11) 

ãäå Nn – íà÷àëüíîå ÷èñëî øàãîâ. 
Ðèñóíîê 6 ÿâíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè èñïîëüçî-

âàíèè äëÿ äâóõ îáñóæäàåìûõ ÷èñëåííûõ ñõåì îäè-
íàêîâîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ, ò.å. ïðè âûïîëíåíèè óñ-
ëîâèÿ N = NS, ñõåìà (4), (5) îáåñïå÷èâàåò ñóùåñò-
âåííî áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü îöåíîê ìîùíîñòåé 

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé íà âûõîäå èç êðèñòàëëà, 
÷åì ñõåìà (41.1), (42.1). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè æå-
ëàåìûå âåëè÷èíû îøèáîê Î1 è Î2 çàäàíû àïðèîð-
íî, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàì-
ìû, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîé çàäàííîé 
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òî÷íîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû (4), (5) îêàæåò-
ñÿ â ðàçû ìåíüøå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è îïðåäåëÿåò 
åäèíñòâåííîå, íî âåñüìà âàæíîå äëÿ ïðàêòèêè ïðå-
èìóùåñòâî ïðåäëîæåííîé ÷èñëåííîé ñõåìû. 

Îòìå÷åííîå ñîêðàùåíèå âðåìåíè ðàáîòû ïðî-
ãðàììû áóäåò òåì çíà÷èòåëüíåå, ÷åì âûøå æåëàåìàÿ 
òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ. Íàïðèìåð, ïðè óìåíüøåíèè òðå-
áóåìîé âåëè÷èíû îøèáîê îò ∼ 1 äî ∼ 0,1% ïðåèìóùå-
ñòâî âî âðåìåíè óâåëè÷èâàåòñÿ îò ∼ 10 äî ∼ 30 ðàç. 
Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, îáðàòèâøèñü ê ðåçóëüòàòàì 
íà ðèñ. 6. Îòìå÷åííîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì 
ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî îáñòîÿòåëüñòâà. Êàê óæå íå- 
îäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü, ñîîòíîøåíèÿ (41.1), (42.1) 
îïðåäåëÿþò ÷èñëåííóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà: ïðè 
óâåëè÷åíèè ÷èñëà øàãîâ N îøèáêè (55.1), (61.1)  
è (1) óìåíüøàþòñÿ ïî çàêîíó, áëèçêîìó ê 1/N  
(ñì. êðèâûå II íà ðèñ. 6). Ñõåìà (4), (5) îáåñïå÷è-
âàåò áîëåå áûñòðîå óìåíüøåíèå îøèáîê. Â ðàñ-
ñìîòðåííîì íà ðèñ. 6 ñëó÷àå çàêîí óáûâàíèÿ îøè-
áîê (55.1) è (61.1) îêàçûâàåòñÿ áëèçêèì (ñì. (10)) 
ê 3

1/ .SN  Ïîýòîìó ïîíÿòíî, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ 
÷èñëà øàãîâ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñõåì (41.1), (42.1) è (4), (5), áóäóò îòëè÷àòü-
ñÿ âñå ñèëüíåå è ñèëüíåå. 

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèÿ, ïðåäóñìîòðåí-
íûå (4), (5), ïîçâîëÿþò çàìåòíî óâåëè÷èòü ïîðÿäîê 
÷èñëåííîé ñõåìû ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé (41.1), 
(42.1). Íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîì íà ðèñ. 6 ñëó÷àå 
ýòî óâåëè÷åíèå ñîñòàâèëî ∼ 3 ðàçà. Ïðè äðóãèõ èñ-
õîäíûõ óñëîâèÿõ (çäåñü ýòè ðåçóëüòàòû ïðèâîäèòü 
íå áóäåì) ñîêðàùåíèå âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû 
ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ìåíüøå, íî âî âñåõ èññëåäî-
âàííûõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäîê ñõåìû (4), (5) îñòàâàëñÿ 
íà óðîâíå äâà èëè áîëüøå. Èìåþò ëè ýòè èçìåíåíèÿ 
ïîðÿäêà ñëó÷àéíûé õàðàêòåð èëè ýòî âïîëíå çàêî-
íîìåðíûé ðåçóëüòàò – ñêàçàòü òðóäíî. Ïîýòîìó  

íà äàííîì ýòàïå ïðåäëàãàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ êîíñòà-
òàöèåé ôàêòà: èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè (4), (5) äëÿ 

îöåíêè ìîùíîñòåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí ýêâè-
âàëåíòíî (â ïëàíå óìåíüøåíèÿ îøèáîê (55.1) è (61.1)) 
èñïîëüçîâàíèþ ÷èñëåííîé ñõåìû êàê ìèíèìóì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. 

Íàïîìíèì, ÷òî îáñóæäåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå  
â ðàçä. 2.1, ëåãêî ïîçâîëÿþò âìåñòî ÷èñëåííîé ñõå-
ìû (41.1), (42.1), èìåþùåé ïåðâûé ïîðÿäîê ïî îï-
ðåäåëåíèþ, ïîñòðîèòü, ïðè÷åì ñîâåðøåííî ñòðîãî, 
÷èñëåííûå ñõåìû âòîðîãî, òðåòüåãî è ò.ä. ïîðÿäêà. 
Â ýòîé ñâÿçè áûëî áû èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷àåìûå ñ òàêîé ñòðîãîé ñõåìîé, äîïóñòèì 
òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñ ðåçóëüòàòàìè èñïîëüçîâàíèÿ (4), 
(5), êîòîðàÿ, êàê áûëî äîãîâîðåíî âûøå, òîëüêî 

ýêâèâàëåíòíà ñõåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà, íàïðèìåð, äëÿ 
ñëó÷àÿ íà ðèñ. 6. Îäíàêî ïðîâåäåíèå òàêèõ èññëåäî-
âàíèé ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò áîëüøîé ñàìîñòîÿòåëüíîé 
ðàáîòû, è çäåñü ýòè âîïðîñû çàòðàãèâàòü íå áóäåì. 
Îòìåòèì ëèøü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñòðîãîé ñõåìû 
âûñîêîãî ïîðÿäêà (âòîðîãî, òðåòüåãî è ò.ä.) ïðèâå-
äåò ê óâåëè÷åíèþ íåîáõîäèìîãî âðåìåíè ðàñ÷åòîâ 
(ïî ñðàâíåíèþ ñ (41.1), (42.1) – ñõåìîé ïåðâîãî 
ïîðÿäêà), ñîîòâåòñòâåííî, â 2, 3 è ò.ä. ðàç, åñëè 
÷èñëî øàãîâ N â òîì è äðóãîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ 
îäèíàêîâûì. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñíîâíàÿ öåëü ïðîâîäèìûõ 
ðàñ÷åòîâ – îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîñòè íåëèíåéíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ íå ñëèøêîì âûñîêîé òî÷íîñòüþ. 
Íàïðèìåð, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òî÷íîñòü ðåøåíèÿ 
óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ, åñëè îøèáêà (55.1) íå ïðåâû-
øàåò, ñêàæåì, 0,5%. Â òàêîé ïîñòàíîâêå èñïîëüçî-
âàíèå ñõåìû (4), (5) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà äàííûé ìî-
ìåíò íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì âàðèàíòîì (èç âñåõ îá-
ñóæäàâøèõñÿ âûøå) ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è, 
êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ òî÷íîñòü 
ðåøåíèÿ ïðè íàèìåíüøåì âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàì-
ìû. Ïðè ýòîì âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè ìåòîäîëîãè÷å-
ñêèé âîïðîñ î òîì, êàê çàäàòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî 
øàãîâ ñõåìû, êîòîðîå îáåñïå÷èò òðåáóåìóþ òî÷íîñòü, 
îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïðè÷åì ýòî îòíîñèòñÿ ê ëþáîìó 
âàðèàíòó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. 
Îñíîâíîå ïðèíöèïèàëüíîå îãðàíè÷åíèå ÷èñëåííîé 
ñõåìû (4), (5) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà íå ïîçâîëÿåò 
îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèé A1, 2(x0, y0, zk; L0), êîòîðûì 
ñîîòâåòñòâóþò íàéäåííûå (â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè 
ñõåìû) çíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé. Ïîýòîìó åñëè ïî óñëî-
âèÿì íåëèíåéíîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëåííûå 
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ àìïëèòóä è ôàç âçàèìîäåéñò-
âóþùèõ âîëí â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ, à íå òîëüêî 
èõ ìîùíîñòè, òî ÷èñëåííàÿ ñõåìà (4), (5) ñòàíîâèòñÿ 
íåïðèãîäíîé. Ïðè òàêîé áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå çà- 
äà÷è äëÿ åå ðåøåíèÿ îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñõåìó 
(41.1), (42.1) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì (â íàèáîëåå èí-
òåðåñíûõ äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àÿõ) ÷èñëîì øàãîâ, ÷òî 
äîëæíî îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé, êàñàþùèõñÿ âîçìîæíî-
ñòåé ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåí-
íîé ìåòîäèêè ðàñ÷åòîâ. 

Â ðàìêàõ ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïðåäïîëà-
ãàëîñü, ÷òî ëàçåðíîå èçëó÷åíèå ôîêóñèðóåòñÿ â íå-
ëèíåéíûé êðèñòàëë äâóìÿ ñêðåùåííûìè öèëèíäðè-
÷åñêèìè ëèíçàìè, ïàðàìåòðû ôîêóñèðîâêè êîòîðûõ 
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ξx < 0,3; ξó < 4. Òàêîé âû-
áîð îáóñëîâëåí òåì, ÷òî óêàçàííûé äèàïàçîí îõâà-
òûâàåò, ïî-âèäèìîìó, âñå íàèáîëåå èíòåðåñíûå äëÿ 
ïðàêòèêè ñëó÷àè. Èìåííî ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâî-
ðÿþò (è ýòî íåòðóäíî ïîêàçàòü) îïòèìàëüíûå ïàðà-
ìåòðû ôîêóñèðîâêè, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ ÃÂÃ èìå-
åò ìàêñèìàëüíóþ (äëÿ çàäàííîé âõîäíîé ìîùíîñòè) 
ýôôåêòèâíîñòü. Íà ïðàêòèêå ðåàëèçîâàòü ôîêóñè-
ðîâêó äâóìÿ öèëèíäðè÷åñêèì ëèíçàìè äîñòàòî÷íî 
òðóäíî, ïîýòîìó ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ôîêóñè-
ðîâêà îäíîé ñôåðè÷åñêîé ëèíçîé, ÷òî çàìåòíî ñíè-
æàåò ìàêñèìàëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ÃÂÃ (â ∼ 1,2 ðàçà), 
íî ñóùåñòâåííî ïðîùå â ðåàëèçàöèè. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè îäíîé ñôåðè÷åñêîé ëèíçû îïòèìàëüíûå ïàðà-
ìåòðû ôîêóñèðîâêè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 
ξx = ξó < 2. Äëÿ ñèòóàöèé, êîãäà ξx > 0,3, ÷èñëåííûå 
ñõåìû (41.1), (42.1) è (4), (5) áóäóò ïî-ïðåæíåìó 
ïðèìåíèìû, íî ãðàíèöû èíòåãðàëîâ ïî dx ïðèäåòñÿ 
ïåðåñìîòðåòü. Ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå âîçìîæíûì, 
õîòÿ è ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëñÿ ñàìûé ïðî-
ñòîé èç íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ – ÃÂÃ ïðè ñêàëÿðíîì 
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«îîå»-ñèíõðîíèçìå – ïðè óñëîâèè, ÷òî èçëó÷åíèå 
ÂÃ íà âõîäå â íåëèíåéíûé êðèñòàëë (ÂÂÎ äëèíîé 
1 ñì) îòñóòñòâóåò. Ïîãëîùåíèå â êðèñòàëëå íå ó÷è-
òûâàëîñü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìåòî-
äèêà ðàñ÷åòîâ áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé ïðèìåíèìà 

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÃÂÃ â ëþáûõ îäíîîñíûõ îòðèöà-
òåëüíûõ êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ ñ ëþ-
áûì ðàçóìíûì ïðîäîëüíûì ðàçìåðîì, â òîì ÷èñëå 
è ïðè íåíóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïîëÿ ÂÃ. 
Ïî-âèäèìîìó, íå ñîñòàâëÿåò òðóäà îáîáùèòü ïðåä-
ëîæåííûå ÷èñëåííûå ñõåìû íà ïîãëîùàþùèå íåëè-
íåéíûå ñðåäû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîä èíòåãðà-
ëàìè ïî dt â (11.1), (12.1) ïîñòàâèòü ýêñïîíåíòû 
exp(−δ1, 2t), ãäå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ïîãëîùå-
íèÿ (δ1, 2) çàâèñÿò òîëüêî îò äëèíû âîëíû è ïðèâî-
äÿòñÿ â ëþáîì ñïðàâî÷íèêå ïî íåëèíåéíûì êðè-
ñòàëëàì. Íà äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå 
î÷åâèäíûì îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà 
ñëó÷àé ñóììèðîâàíèÿ ÷àñòîò (òðåõ÷àñòîòíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå) ïðè ñêàëÿðíîì «îîå»-ñèíõðîíèçìå. Ýòî 
ïîòðåáóåò äîáàâèòü â ÷èñëåííóþ ñõåìó åùå îäíî 

óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (41.1). Ìåíåå î÷åâèäíûì 

(íî, ñêîðåå âñåãî, âîçìîæíûì) âûãëÿäèò îáîáùåíèå 
÷èñëåííîé ñõåìû íà äðóãèå òèïû ñèíõðîíèçìà, ïðè 
êîòîðûõ íåîáûêíîâåííîé âîëíîé áóäåò îñíîâíîå 
èçëó÷åíèå (èëè äâà ëàçåðíûõ ïó÷êà, åñëè èìååòñÿ  
â âèäó òðåõ÷àñòîòíîå âçàèìîäåéñòâèå). Ýòî, âåðîÿòíî, 
ïîòðåáóåò îïðåäåëåííîé ìîäèôèêàöèè èñõîäíîé (ñì. 
Ââåäåíèå â [1]) ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. 
  Âñå ðàñ÷åòû, ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå, ïðîâåäåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñíîâíîå 
èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ïó÷êîì. Ýòî ñäåëàíî 
èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âîçìîæ-
íîñòü íàäåæíîé ïðîâåðêè èñïîëüçîâàííûõ ïðèá- 
 

ëèæåíèé. Îáîáùåíèå ÷èñëåííîé ñõåìû íà ñëó÷àé 
ïðîèçâîëüíîãî (â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ) ïîïåðå÷íîãî 

ïðîôèëÿ îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ íå ïîòðåáóåò, êàê 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò, êàêèõ-ëèáî 
ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé ÷èñëåííîé ñõåìû. È ýòî 
ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ïåðâûõ ïðåäâàðèòåëü-
íûõ èññëåäîâàíèé. Ïðîáëåìû äîëæíû ïîÿâèòüñÿ  
â òîì ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíîå èçëó÷åíèå â ïëîñêîñòè 
íàáëþäåíèÿ (ò.å. íà áîëüøîì óäàëåíèè îò êðèñòàë-
ëà) áóäåò èìåòü â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñèëüíî îñöèë-
ëèðóþùèé õàðàêòåð. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ïðåíåáðå÷ü 
ýòèìè îñöèëëÿöèÿìè ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî, 
òî èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííûõ ÷èñëåííûõ ñõåì 
ïîòðåáóåò êàê ìèíèìóì óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà óçëîâ  
íà ñåòêå ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò. Âðåìÿ ðàáîòû ïðî-
ãðàììû ïðè ýòîì íåèçáåæíî óâåëè÷èòñÿ, è ñëåäîâà-
òåëüíî, ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíî-
ñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè äëÿ òàêî-
ãî òèïà çàäà÷. 

Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå èíòåðåñíûì (â ïëàíå 

àäàïòàöèè òåîðèè ê óñëîâèÿì ðåàëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà) ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ïðîöåññà ÃÂÃ ÷àñòè÷íî êîãå-
ðåíòíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, êàê ðàç 

äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäëîæåííûå ÷èñëåííûå ñõåìû 
âðÿä ëè ñìîãóò áûòü ïîëåçíûìè. Îïèñàíèå ÷àñòè÷-
íî êîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçî-
âàíèå ïðèíöèïèàëüíî äðóãîãî ïîäõîäà, áàçèðóþùå-
ãîñÿ íà ìåòîäàõ ñòàòèñòè÷åñêîé îïòèêè, ðàññìîòðå-
íèå êîòîðûõ âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè íàñòîÿùåé 
ðàáîòû. 

 

1. Êîëîñîâ Â.Â., Òðîèöêèé Â.Î. Ïðèáëèæåííàÿ ìåòîäèêà 
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íåéíûõ êðèñòàëëàõ. ×àñòü 1 // Îïòèêà àòìîñô. è îêåà-
íà. 2019. Ò. 32, ¹ 12. Ñ. 1001–1011. 

 

V.V. Kolosov, V.O. Troitskii. Approximate technique for solution of the problem on second harmonic 
generation in nonlinear crystals. Part 2. 

This paper is the second and the last part of the study. It presents the results of tests of the numerical 
scheme proposed in the first part. The approximate procedure for estimation of the power of interacting waves 
at the exit from the crystal is discussed. This procedure allows the computation time to be shortened by more 
than an order of magnitude by means of a decrease in the minimal needed number of steps of the recurrent 
process. 
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