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Ìåòîä ïðîñòðàíñòâåííî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê è ôóíêöèé âëèÿíèÿ ðàçâèò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåíî-
ñà èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìå àòìîñôåðà—íåîðòîòðîïíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïîñòðîåí îïòè÷åñêèé ïåðåäàòî÷íûé îïåðà-
òîð, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè âëèÿíèÿ è ïðîñòðàíñòâåííî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè. 

 
 

Â ïðîáëåìàõ ýêîëîãè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ è êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû îñîáûé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå èç êîñìîñà, ïàðàìåòðîâ ñèñòå-
ìû àòìîñôåðà—ïîäñòèëàþùàÿ ïîâåðõíîñòü (ñóøà, âîäîåì, îáëàêà). 

Â äàííîé ñòàòüå ñôîðìóëèðîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå äîñòàòî÷íî äåòàëüíî 
èçó÷àòü ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ ïîëåé èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìå àòìîñôåðà—íåîðòîòðîïíàÿ ïîâåðõíîñòü 
(ÑÀÍÏ) è êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé â ñèñòåìå àòìîñôåðà—ëàìáåðòîâñêàÿ ïîâåðõíîñòü (ÑÀËÏ) íà îñíîâå 
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìåòîä ïðîñòðàíñòâåííî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê (Ï×Õ) è ôóíêöèé 
âëèÿíèÿ (ÔÂ) îáîáùåí è ðàçâèò ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ñ íåîðòîòðîïíûìè îäíîðîäíûìè è íåîäíî-
ðîäíûìè ãðàíèöàìè [1—3]. 

Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé Ï×Õ è ÔÂ ëåæàò ðÿäû òåîðèé âîçìó-
ùåíèé è òåîðèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [1; 4—6]. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ 
ó÷åòîì íåëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé ïî êðàòíîñòè ïåðåîòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäå-
íèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è è âû÷èñëåíèþ íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, 
ÿäðîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå Ï×Õ èëè ÔÂ. Â èòîãå óñòàíàâëèâàåòñÿ ÿâíàÿ ñâÿçü ìåæäó 
èçìåðÿåìûìè ðàäèàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ïàðàìåòðàìè çîíäèðóåìîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ 
îïðåäåëÿåò îïòè÷åñêèé ïåðåäàòî÷íûé îïåðàòîð (ÎÏÎ) ñèñòåìû. 
 
Ïîñòàíîâêà çàäà÷ 
 

Ðàñïðîñòðàíåíèå ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìå àòìîñôåðà—ïîâåðõíîñòü (ÑÀÏ) îïèñûâàåòñÿ 
äâóìÿ êëàññàìè çàäà÷: 

1) çàäà÷åé ñ ëàìáåðòîâñêîé ãðàíèöåé, êîãäà ñóøà îïèñûâàåòñÿ êàê èçîòðîïíî îòðàæàþùàÿ ïîä-
ëîæêà (ÑÀËÏ); 

2) çàäà÷åé ñ íåîðòîòðîïíîé ãðàíèöåé, êîãäà ñóøà èëè ïîâåðõíîñòü îêåàíà îïèñûâàþòñÿ êàê àíè-
çîòðîïíî îòðàæàþùàÿ ïîäëîæêà (ÑÀÍÏ). 

Íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì s = {, },  = cos  ,   [—
1, 1] íà åäèíè÷íîé ñôåðå  = [—1, 1][0, 2], ãäå  [0, 180°] — çåíèòíûé óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé îò 
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè z,   [0, 2] — àçèìóò. Çíà÷åíèå  = 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ â ïëîñêî-
ñòè ñîëíå÷íîãî âåðòèêàëà, ò. å. ñîëíå÷íûé ïîòîê ïàäàåò íà ãðàíèöó ñëîÿ z = 0 â íàïðàâëåíèè 
s0 = {0, 0} ñ çåíèòíûì óãëîì 0   [0, 90°], 0 = cos 0,  è àçèìóòîì 0 = 0. Äëÿ íèñõîäÿùåãî, ïðîïó-

ùåííîãî èçëó÷åíèÿ ââîäèòñÿ ïîëóñôåðà íàïðàâëåíèé + = {(, ):  > 0}, à äëÿ âîñõîäÿùåãî, îòðà-
æåííîãî èçëó÷åíèÿ — ïîëóñôåðà – = ((, );  < 0};  = +U–. Äëÿ íàãëÿäíîñòè èíîãäà ñòàâÿòñÿ 
ìåòêè «+» è «—» ó ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîëóñôåðàõ + è – ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîì ñëîå îïèñûâàþòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r = {õ, ó, z}. Â 
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè r = {õ, ó}.Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ s íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü 
s = {sin  cos, sin  sin }, ïðè ýòîì àçèìóò  îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè õ. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàåì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: 
 

 
 

Íà íèæíåé ãðàíèöå ñèñòåìû (z = Í) çàêîí îòðàæåíèÿ çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì 
 

 
 

ïðè ëàìáåðòîâñêîé, îðòîòðîïíîé ïîâåðõíîñòè èëè îïåðàòîðîì ïðè íåîðòîòðîïíîé (íàïðèìåð ôðåíåëåâ-
ñêîé) ïîâåðõíîñòè. 
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Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà àòìîñôåðû îïèñûâàþòñÿ âûñîòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ýêñ-
òèíêöèè t(z) = s(z) + abs(z), ïîãëîùåíèÿ abs(z), ñóììàðíîãî ðàññåÿíèÿ s(z) = a(z) + m(z), âêëþ-
÷àþùèõ àýðîçîëüíóþ a(z) è ìîëåêóëÿðíóþ m(z) êîìïîíåíòû, à òàêæå ñóììàðíîé èíäèêàòðèñîé ðàñ-
ñåÿíèÿ 
 

 
 

â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæàùåé àýðîçîëüíóþ a(z, ) è ìîëåêóëÿðíóþ m() = 3(1—cos2)/(16) ñîñòàâ-
ëÿþùèå. 

Èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ   K D S   ñîäåðæèò îïåðàòîð 

ïåðåíîñà  ( , grad) ( )tD s z    è èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé  ( ) .sS z ds


     

Â ñëó÷àå òðåõìåðíîé ïëîñêîé çàäà÷è (ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòåé â ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîñêî-
ñòÿõ) îïåðàòîð ïåðåíîñà 
 

 
 

Â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîìåðíîé ïëîñêîé çàäà÷å (ïðè ãîðèçîíòàëüíîé îäíîðîäíîñòè) îïåðàòîð ïåðåíî-

ñà D  óïðîùàåòñÿ: 
 

 
 

Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ãîðèçîíòàëüíûì êîîðäèíàòàì ââîäèì ïî ïðàâèëó 
 

 
 

ïîìå÷àÿ «ãàëî÷êîé» ôóðüå-îáðàçû. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïðèìåíåííîå ê òðåõìåðíîìó ïëîñêîìó 
óðàâíåíèþ ïåðåíîñà, ïðèâîäèò ê êîìïëåêñíîìó îäíîìåðíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà 
 

 
 

ãäå 
 

 
 

ð = {ðõ, ðó} — äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòîòà. 
Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ (f0  S(s—s0)) â 

ÑÀÏ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå 
 

 (1) 
 

ñ àëüáåäî (èëè èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ) 
 

 
 

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ, îòëè÷íûõ îò ñîëíå÷íîãî ïîòîêà, 
ââîäÿ ôóíêöèè F, f0, fH: 
 

 (2) 
 

Î ðàçäåëåíèè âêëàäîâ ôîíà àòìîñôåðû è ïîäñâåòêè îò ïîâåðõíîñòè 
 

Âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè êðàåâîé çàäà÷è (2) îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêîâ. Ïðåäñòàâèì 
ñóììàðíîå ïîëå èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìå â âèäå ñóïåðïîçèöèè  = 0+a+àR êîìïîíåíòû êîòîðîé óäîâ-
ëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì çàäà÷àì. 

Ïðÿìîå, îñëàáëåííîå ñîëíå÷íîå èçëó÷åíèå 0 íàõîäèòñÿ èç çàäà÷è 
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 (3) 
 

äëÿ ñëîÿ z  [0, Í] è 0  0 òîëüêî äëÿ s = s0. 
Ôîíîâîå èçëó÷åíèå àòìîñôåðû à — ðåøåíèå çàäà÷è ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñëîÿ 

 

 (4) 
 

Èçëó÷åíèå àòìîñôåðû, îòðàæåííîå îò ãðàíèöû ðàçäåëà, — ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñ èñòî÷íèêîì 
íà z = H 
 

 (5) 
 

êîòîðîå ìîæíî äåòàëüíåå èñêàòü â âèäå äâóõ êîìïîíåíò 0 .g
aR aR aR      

Êîìïîíåíòà 0
aR  — âêëàä â äûìêó àòìîñôåðû, îáóñëîâëåííûé ðàññåÿíèåì â ñëîå ïðÿìîãî, îñ-

ëàáëåííîãî èçëó÷åíèÿ, îòðàæåííîãî îò ãðàíèöû, — ðåøåíèå çàäà÷è 
 

 (6) 
 

Â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ â àòìîñôåðå îòðàæåííîé îò ãðàíèöû äèôôóçíîé ñîñòàâëÿþùåé äûìêè 
ôîðìèðóåòñÿ êîìïîíåíòà g

aR — ðåøåíèå çàäà÷è 
 

 (7) 
 
Óðàâíåíèÿ äëÿ Ï×Õ ïðè íåîðòîòðîïíîé ãðàíèöå 
 

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îòðàæàþùåé ïîäëîæêè âêëàä ïîäñâåòêè îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé ñ 

èñòî÷íèêîì  (0)
HE R  — îñâåùåííîñòüþ, ñîçäàâàåìîé èçëó÷åíèåì èçîëèðîâàííîãî ñëîÿ èíòåíñèâíî-

ñòè (0) = 0 + a. 
Îñòàíîâèìñÿ íà çàäà÷å ðàñ÷åòà ïîäñâåòêè q â ãîðèçîíòàëüíî-îäíîðîäíîé ñèñòåìå 

 

 
 

Ââîäÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ðÿä 
1

,k
q k

k





     ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ çàäà÷, îòâå÷àþùèõ k-é 

êðàòíîñòè îòðàæåíèÿ îò ïîäëîæêè (k  1, 0 = E), 
 

 (8) 
 

Ïóñòü E = E(s), ò. å. íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû r. Òîãäà ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ïî âàðèàöèÿì 

àëüáåäî 1 1( , , ) ( ) ( , , )z p s q p W z p s
 

   îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç Ï×Õ W1 — ðåøåíèå çàäà÷è 
 

 (9) 
 

à íåëèíåéíûå ÷ëåíû ðÿäà íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ Ï×Õ Wk(z, pk, , ð1, s) — ðåøåíèé 
ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà 
 

 (10) 
 

Ïîäñâåòêà âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà 
 

 
 

 (11) 
 

Åñëè â àëüáåäî âûäåëÿåòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ q = const, òî ïîäñâåòêà äåëèòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû: 
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êîòîðûå íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷: 
 

 (12) 
 

 (13) 
 

Ïåðâóþ çàäà÷ó ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, à ðåøåíèå âòîðîé ïðåäñòàâèì â âèäå ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ðÿäà. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðåøàåì çàäà÷ó 
 

 (14) 
 

ñ èñòî÷íèêîì  ( )( ) ,q
HqE s R E    à íåëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ ñâÿçàíû ðåêóððåíòíî (k  2): 

 

 (15) 
 

Ëèíåéíàÿ Ï×Õ W1(z, ð, s) íàõîäèòñÿ èç çàäà÷è 
 

 (16) 
 

Íåëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ ïîäñâåòêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåëèíåéíûå Ï×Õ — ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîé 
ñèñòåìû (k  2) 
 

 (17) 
 

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîìïîíåíòû ( )qq   ñîõðàíÿåòñÿ â òîì æå âèäå, ÷òî è äëÿ q 
(11). Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå â ó÷åòå âêëàäà ïîäñâåòêè ïðè íàëè÷èè ëàìáåðòîâñêîé è íåëàìáåðòîâ-
ñêîé ïîäëîæåê ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñëó÷àå çàêîíà Ëàìáåðòà íåëèíåéíûå Ï×Õ ôàêòîðèçóþòñÿ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ÷àñòîòàì è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ Ï×Õ. Ïðè íåîðòîòðîïíîì îòðàæåíèè îòñóò-
ñòâóåò ôàêòîðèçàöèÿ, ëèíåéíàÿ Ï×Õ çàâèñèò îò õàðàêòåðà îñâåùåííîñòè ïîâåðõíîñòè, íà íåëèíåéíûå 
Ï×Õ ñóùåñòâåííî âëèÿåò çàêîí îòðàæåíèÿ. 

Åñëè îñâåùåííîñòü Å(r, s) — ôóíêöèÿ ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòû r â ñëó÷àå çàäà÷ (2), òî ïðè 
ðåøåíèè ñèñòåìû (8) ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñâåðòêîé 
 

 (18) 
 
ñ Ï×Õ W1(z, ð, ð0, s), ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïàðàìåòðîâ: 
 

 (19) 
 

Â íåëèíåéíûõ Ï×Õ òàêæå ïðèáàâèòñÿ îäèí ïàðàìåòð 
 

 (20) 
 
è ñëåãêà èçìåíèòñÿ âûðàæåíèå (11): 
 

 
 

 (21) 
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Ðÿäû Íåéìàíà ïðè îäíîðîäíîé ãðàíèöå 
 

Çàäà÷à (12)—ýòî îäíîìåðíàÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à ñ íåîðòîòðîïíîé ãðàíèöåé è îäíîðîäíûì àíèçî-
òðîïíûì îñâåùåíèåì E = E(s). Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà q  ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà 
äâóìÿ ñïîñîáàìè. 

Âî-ïåðâûõ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè q = q = const Ôóðüå-îáðàç àëüáåäî åñòü 2(2 ) ( ),q q p


    èç ôóíê-
öèîíàëà (11) ïîëó÷àåì ÷àñòíîå âûðàæåíèå 
 

 (22) 
 

ãäå ôóíêöèè 0
1( , ) ( , 0, ..., 0, )k k kW z s W z p p s   — ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû çàäà÷ (k  1) 

 

 (23) 
 

ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì 0
0 ( ).HR W E s



  Âûðàæåíèå (22) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðÿäà Íåéìàíà 
ïî êðàòíîñòè îòðàæåíèÿ îò ïîäëîæêè ñ ïîñëåäóþùèì ìíîãîêðàòíûì ðàññåÿíèåì â ñëîå. Óðàâíåíèÿ 
(23) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (10) ïðè âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîòàõ pk = 0, k = 1, 2,  . 

Âî-âòîðûõ, ìîæíî ñðàçó ââåñòè ðÿä ïî êðàòíîñòè ïåðåîòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû, ÷ëåíû êîòîðîãî 
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé 
 

 (24) 
 

ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì 0 .R E


   Î÷åâèäíî, ÷òî 0,k
k kq W   ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (22), îïè-

ñûâàþùåìó èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî êðàòíîñòè îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ñ ïîëíûì ó÷åòîì ìíîãî-
êðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ñëîå. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ëàìáåðòîâñêîé ïîäëîæêè â çàäà÷å ñ íåîðòîòðîïíûì îòðàæå-
íèåì ïîäñâåòêà çàâèñèò îò àçèìóòà, è åñëè èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî àçèìóòàëüíûì ãàð-
ìîíèêàì, òî íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèÿ äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ãàðìîíèê. Êðàåâûå çàäà÷è (23) ÿâëÿ-
þòñÿ îáû÷íûìè îäíîìåðíûìè ïëîñêèìè çàäà÷àìè, è èõ ðåøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé. Àâòîðû 
äðóãèõ ïîäõîäîâ [7—9] ñòðîÿò ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ ñëîÿ, ïðåäëàãàÿ ïðè ýòîì òàêæå èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èòåðàöèè â âèäå (22) ðåàëèçóþòñÿ ïðîùå è íå òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ñëîÿ. Êðîìå òîãî, íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå è óãëîâûå 
ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, ò. å. ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è. 
 
Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ è ôóíêöèÿ ïðîïóñêàíèÿ ñëîÿ ñ îäíîðîäíîé íåîðòîòðîïíîé ãðàíèöåé 
 

Åñëè îêåàí ðàññìàòðèâàòü â ïðèáëèæåíèè îäíîðîäíîé (q =q = const) íåîðòîòðîïíîé îòðàæàþùåé 
ãðàíèöû, òî ïîëå èçëó÷åíèÿ ñèñòåìû àòìîñôåðà—îêåàí èëè ÑÀÍÏ íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è 
 

 (25) 
 

â âèäå ñóïåðïîçèöèè  = 0+à+q, ãäå q = aR; (0) = 0+à. Êîìïîíåíòû 0 è ÿ — ðåøåíèÿ çà-
äà÷ (3) è (4) ñîîòâåòñòâåííî. 

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïîäñâåòêè â ãîðèçîíòàëüíî-îäíîðîäíîé ñèñòåìå ñëîé — ïîäëîæêà ñ íåîðòî-

òðîïíûì çàêîíîì îòðàæåíèÿ, îïèñûâàåìûì îïåðàòîðîì ,HR


 
 

 (26) 
 

â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ñîäåðæèò îñâåùåííîñòü, ñîçäàâàåìóþ èçîëèðîâàííûì ñëîåì, 
(0)( ) HE s R



  – ôóíêöèþ íàïðàâëåíèÿ s  –. 
Âûðàçèâ îñâåùåííîñòü ÷åðåç èíòåãðàë ñ -ôóíêöèåé 

 

 (27) 
 

ïîäñâåòêó Ôq ìîæíî èñêàòü â âèäå ôóíêöèîíàëà 
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 (28) 
 

ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÔÂ 0
q (z, s, s0) — ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì s0  –. 

 

 (29) 
 

Ââåäåì ïàðàìåòðè÷åñêèé ðÿä 
 

 (30) 
 

è ïåðåéäåì ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ çàäà÷ 
 

 
 

Ìåòîäîì èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî k-ïðèáëèæåíèå èìååò ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ îïåðà-
òîðà, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ÔÂ 0

1 (z, s, s0) (k > 2). 

Â ðåçóëüòàòå [2] ÔÂ 0(z, s, s0) ïðè ëþáîì çàêîíå îòðàæåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ ïàðà-
ìåòðè÷åñêóþ ÔÂ 0

1 (z, s, s0) 
 

 
 

 
 

 (31) 
 

Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÔÂ 0
q  (31) ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå ïîäñâåòêè q ÷åðåç îñâåùåí-

íîñòü ïîäëîæêè, îïåðàòîð îòðàæåíèÿ è ëèíåéíóþ ÔÂ 0
1  èçîëèðîâàííîãî ñëîÿ 

 

 
 

 
 

 
 

 (32) 

 

Ïåðåîáîçíà÷èâ ïåðåìåííûå *
01 ,ks s   * *

1 12 2, ..., ,k ks s s s    *
0 1,ks s   ïîëó÷àåì îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå, â 

êîòîðîì âûäåëåíû ÿäðî — ëèíåéíàÿ ÔÂ 0, à òàêæå ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíûå ïîïðàâêè ê îñâåùåííîñòè 
E(s0), îáóñëîâëåííûå ïåðåîòðàæåíèåì ôîòîíîâ îò ïîâåðõíîñòè è èõ ìíîãîêðàòíûì ðàññåÿíèåì â àòìî-
ñôåðå 
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 (33) 

 

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåì îïòè÷åñêèì ïåðåäàòî÷íûì îïåðàòîðîì (ÎÏÎ). 
Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è (12), ñâåäåííîé ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ çàäà÷ (23). Ñ ïîìî-

ùüþ ÔÂ 0
1 (z, s, s) îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå 

 

 
 

è óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè 
 

 
 

Ââåäåì îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ãðàíèöå z = Í, 
 

 (34) 
 

Ïðè k  1 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå 
 

 
 

è ïîäñâåòêà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàë, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ÔÂ 0
1 (z, s, s), 

 

 (35) 

 

ãäå îáîçíà÷åíî 1
0 000 0 0 0

1

( ) [ ]( ) [ ]( ) [( ) ]( ).
k

q
k

E s V E s M E s E M E s
   





     

Âûðàæåíèå (35) åñòü îïòè÷åñêèé ïåðåäàòî÷íûé îïåðàòîð ïëîñêîãî ñëîÿ ñ îäíîðîäíîé íåîðòî-

òðîïíîé ãðàíèöåé. Ñëàãàåìûå îïåðàòîðà 0V


 îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèì ÷ëåíàì ðÿäà Íåéìàíà ïî 
êðàòíîñòè ïåðåîòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ñ ïîëíûì ó÷åòîì ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ñëîå. Ïðåäñòàâëå-
íèÿ ÎÏÎ (33) è (35) ýêâèâàëåíòíû. Ïî ñóùåñòâó, âåëè÷èíà qEq îïðåäåëÿåò ÿðêîñòü ïîäëîæêè. Â 
÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè ëàìáåðòîâñêîì çàêîíå îòðàæåíèÿ Å = const 
 

 (36) 
 

ôóíêöèÿ ïðîïóñêàíèÿ 
 

 (37) 
 

ñôåðè÷åñêîå àëüáåäî 
 

 (38) 
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Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ïðîïóñêàíèÿ W0(z, s) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ 
(z, s, s0) ïî ïàðàìåòðó s0  – 

 

 (39) 
 

Ñ ïîìîùüþ ÔÂ 
 

 (40) 
 

ìîæíî âû÷èñëèòü ïîäñâåòêó 
 

 
 

 
 

 (41) 

 
Â èòîãå ïðèõîäèì ê îáîáùåíèþ ôîðìóëû Â.Â. Ñîáîëåâà [7] ó÷åòà ïîäñâåòêè îò îäíîðîäíîé ëàì-

áåðòîâñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè îäíîðîäíîì îñâåùåíèè 
 

 (42) 
 
Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ è Ï×Õ ñëîÿ ñ íåîäíîðîäíîé íåîðòîòðîïíîé ãðàíèöåé 
 

Ïîñòðîèì ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âêëàäà ïîäñâåòêè q(z, r, s) — ðåøåíèÿ 
êðàåâîé çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûì àëüáåäî è íåîðòîòðîïíûì çàêîíîì îòðàæåíèÿ 
 

 (43) 
 

ãäå (0)( ) [ ]( ),HE s R s


   q(r) = q(r). Ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå ðå-
êóððåíòíûõ çàäà÷ 
 

 
 

Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Ï×Õ k(z, ðk, , ð1, s) 
 

 
 

 
 

 (44) 
 

óäîâëåòâîðÿþùèå êîìïëåêñíûì óðàâíåíèÿì ïåðåíîñà 
 

 (45) 
 

 (46) 
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Ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ èñòî÷íèêà 
 

 (47) 
 

Åñëè ëèíåéíóþ Ï×Õ èñêàòü â âèäå ôóíêöèîíàëà 
 

 (48) 
 

òî åãî ÿäðî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êîìïëåêñíîìó óðàâíåíèþ ïåðåíîñà ñ ïàðàìåòðàìè ð1 è s0 
 

 (49) 
 

Ìåòîäîì èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ïðèáëèæåíèè ïîðÿäêà k  2 Ï×Õ âûðàæàåòñÿ 
÷åðåç ëèíåéíóþ ÔÂ 1 
 

 
 

 (50) 

 
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîäñâåòêè – îïòè÷åñêèé ïåðåäàòî÷íûé îïåðàòîð 
 

 
 

 
 

 
 

 (51) 
 

Ïîñòðîèì îïòè÷åñêèé ïåðåäàòî÷íûé îïåðàòîð, èñõîäÿ èç îïåðàöèè íà ãðàíèöå z = H, 
 

 (52) 
 

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè 
 

 
 

Ïðè k  1 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå [2] 
 

 (53) 
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è ïîäñâåòêà îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì 
 

 (54) 
 

Äëÿ ñóììû ðÿäà Íåéìàíà ââåäåíî îáîçíà÷åíèå 
 

 (55) 
 

Âûðàæåíèå (54) åñòü îïòè÷åñêèé ïåðåäàòî÷íûé îïåðàòîð ïëîñêîãî ñëîÿ ñ íåîäíîðîäíîé íåîðòîòðîï-
íîé ãðàíèöåé. 

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïîäñâåòêè q ñâåëîñü ê ðåøåíèþ îäíîìåðíîé êîìïëåêñíîé 
çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè ð è s0 äëÿ ëèíåéíîé ÔÂ 1(z, ð, s, s0) è âû÷èñëåíèþ ÎÏÎ (51). Åñëè ïîäëîæêà 
îäíîðîäíàÿ, ò. å. q = const, òî 
 

 (56) 
 

 
 

Ïðè îäíîðîäíîé îðòîòðîïíîé ïîäëîæêå è E = E(s) âûðàæåíèå (51) ïðåîáðàçóåòñÿ â îáîáùåííóþ 
ôîðìóëó Ñîáîëåâà (42). Åñëè â àëüáåäî âûäåëåíà ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, òî çàäà÷ó äëÿ ïîäñâåòêè 
 

 (57) 
 

ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ìîëåíî ñâåñòè ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ çàäà÷ 
 

 
 

ãäå 0 0( ) ( ) .HE s E s R


    

Èñïîëüçóÿ ÔÂ 0
q (z, s, s0)  q(z, p = 0, s, s0), ïîëó÷àåì 

 

 (58) 
 

èëè 
 

 (59) 
 

Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè 
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ãäå Ï×Õ 1q îïðåäåëÿåòñÿ èç çàäà÷è 
 

 
 

÷åðåç ÔÂ q(z, ð, s, s0) 
 

 
 

óäîâëåòâîðÿþùóþ êîìïëåêñíîìó óðàâíåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè ð è s0 
 

 (60) 
 

Ââîäÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ðÿä 
 

 (61) 
 

ïåðåõîäèì ê ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé 
 

 
 

Î÷åâèäíî, ÷òî q0(z, ð, s, s0) = 1(z, p, s, s0). Âñå îñòàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ 
îïåðàòîðîâ, ÿäðîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ 1(z, ð, s, s0). 

Íåëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ ïîäñâåòêè k àíàëîãè÷íî (44) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íåëèíåéíûå Ï×Õ 
kq(z, ðk, , ð1, s) — ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé 
 

 

 
 

Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ Ï×Õ ñâÿçàíû ðåêóððåíòíî: 
 

 

 

Ïðè k = 2 
 

 
 

Äàëåå ìåòîäîì èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ Ï×Õ kq ñïðàâåäëèâî îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå 
(50), åñëè ÔÂ 1 çàìåíèòü ÔÂ q. Ïàðàìåòðû pk, , p1 ðàñùåïëÿþòñÿ, íî ïðîñóììèðîâàòü ðÿä Íåé-
ìàíà íå óäàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå âêëàäà ïîäñâåòêè q (51) ñîõðàíÿåòñÿ, òîëüêî ÔÂ 1 
íàäî çàìåíèòü ÔÂ q, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ÔÂ 1(z, ð, s, s0): 
 

 
 

 
 

 (62) 
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Ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ 
 

 (63) 
 

è îïåðàöèè íà ãðàíèöå z = H 
 

 (64) 
 

íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëû äëÿ ïðèáëèæåíèÿ k  1 
 

–

1

0 1 1 1 1 0 1

1
( , , , ) ( , , , )[ ]( , , ) .

2

k

c Hqk z p s s z p s s M R p s s ds
 



   
   

 

Òàêèì îáðàçîì, ÔÂ q ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ðÿäà Íåéìàíà 
 

 (65) 
 

ãäå 
 

 (66) 
 

 (67) 
 

Î÷åâèäíî, ÷òî cq M


 ñîâïàäàåò ñ M


 ïðè q q = const. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñâÿçàíû 
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì 
 

 
 

Ââåäåì íà ãðàíèöå z = H îïåðàöèþ 
 

 (68) 
 

Ìåòîäîì èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè k  1 
 

 
 

Ïîäñâåòêà âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêîãî ïåðåäàòî÷íîãî îïåðàòîðà, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåò-
ñÿ ÔÂ é, 
 

 
 

 (69) 
 

à ñóììà ðÿäà Íåéìàíà 
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 (70) 
 
Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîäñâåòêè ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíå îòðàæåíèÿ 
 

Ïðè òî÷å÷íîì âîçìóùåíèè àëüáåäî ( ( ) ( )q r q r   ) ñ ïîìîùüþ (44) è îïðåäåëåíèÿ ÔÂ k(z, rk, 

, r1, s) = F–1 [k] ìîæíî íàéòè ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîäñâåòêè 
 

 
 

 (71) 
 

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ Ï×Õ k (50), ïîëó÷èì áîëåå äåòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íà áàçå ëèíåé-
íîé ÔÂ 1(z, ð, s, s): 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 (72) 
 
ãäå îáîçíà÷åíî 
 

 (73) 
 

 (74) 

 
Ñôîðìóëèðîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÎÏÎ, Ï×Õ è ÔÂ ïîçâîëÿþò ðàçðàáàòûâàòü íîâûå 

ìåòîäû äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ íåîðòîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé (ñóøè, îêåàíà), îñíîâàííûå íà 
èñïîëüçîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà. Êàê ïîêàçàíî â ñòàòüå, â 
ñëó÷àå îäíîðîäíûõ íåîðòîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòåé ÔÂ àòìîñôåðû ÿâëÿåòñÿ îòêëèêîì ñðåäû íà ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ìîíîíàïðàâëåííîãî øèðîêîãî ïó÷êà, à ïðè íåîäíîðîäíûõ ïîâåðõíîñòÿõ — ëàçåðíîãî ëó÷à. 
Äëÿ ëàìáåðòîâñêèõ ïîâåðõíîñòåé ÔÂ îïðåäåëÿåòñÿ èçîòðîïíûìè èñòî÷íèêàìè. 
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Ò . A .  S u s h k e v i c h . Optical Transfer Operator for the System of the Atmosphere and Orographically 
Nonuniform Surface. 
 

The method of the spatial-frequency characteristics and influence functions was applied to the solution of the ra-
diation transfer equation for a nonuniform non-Lambertian surface. Optical transfer operator with the kernel of linear 
influence functions and spatial-frequency characteristics is constructed. 


