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Â ðàìêàõ ìîäåëè òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîé àòìîñôåðû ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà âåðòèêàëüíîé è 
áîêîâîé ñîñòàâëÿþùèõ àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè, îïèñûâàþùèõ ðåôðàêöèîííûå àíîìàëèè â çàâèñèìîñòè 
îò çåíèòíîãî óãëà, àçèìóòà è ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû â òî÷êå íàáëþäåíèÿ. 

 
 

Èññëåäîâàíèÿ ðåôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â çåìíîé àòìîñôåðå èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå 
äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ìåòîäîâ êîððåêöèè ðåçóëüòàòîâ ëèíåéíî-óãëîâûõ èçìåðåíèé â ðàäèî- è îï-
òè÷åñêîì äèàïàçîíàõ [1—3]. 

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ðåôðàêöèîííûõ ïîïðàâîê. 
Ñàìóþ áîëüøóþ ãðóïïó ñðåäè íèõ ïðåäñòàâëÿþò ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèáëèæåííûõ ôèçè÷åñêèõ 
ìîäåëÿõ ðåôðàêöèè, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 
ðàñ÷åòà ïîïðàâîê (ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ äàííûå î ãåîìåòðèè çàäà÷è, ïàðàìåòðû ñòàíäàðòíîé àòìî-
ñôåðû è ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â òî÷êå íàáëþäåíèÿ [1—5]). 

Äðóãóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà òàê íàçûâàåìûõ ðåäóêöèîííûõ ôîðìóëàõ. 
Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ïðèåìû ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ ýìïèðè÷å-
ñêèõ ñîîòíîøåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå 
îñîáåííîñòè ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé íå ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè: îñíîâíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà ðåäóê-
öèîííûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî ýòèì ôîðìóëàì ðåçóëüòàòàì ÷èñëåí-
íîãî ýêñïåðèìåíòà (íàïðèìåð [4]). 

Âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò òàêæå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðåôðàêöèîííûõ ïîïðàâîê ïî äàííûì 
ðàäèîçîíäîâûõ èçìåðåíèé. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò íàèáîëåå ïîëíî ó÷åñòü ðåàëüíûé àòìîñôåðíûé 
ïðîôèëü íà òðàññå íàáëþäåíèé. Îíè ðàçâèòû êàê äëÿ îäíîìåðíîé [5, 6], òàê è äëÿ òðåõìåðíîé [7, 8] 
ìîäåëåé àòìîñôåðû. 

Íåñìîòðÿ íà äëèòåëüíóþ èñòîðèþ èññëåäîâàíèé è îáèëèå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ, ðÿä âîïðîñîâ 
îïðåäåëåíèÿ îïòè÷åñêîé ðåôðàêöèè ïðè óãëîâûõ íàáëþäåíèÿõ îñòàåòñÿ âñå åùå íå äî êîíöà âûÿñ-
íåííûì. Â ÷àñòíîñòè, â ëèòåðàòóðå äî ñèõ ïîð äèñêóòèðóþòñÿ îñîáåííîñòè íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðè-
ìåíòå àíîìàëèé âåðòèêàëüíîé ðåôðàêöèè â çàâèñèìîñòè îò àçèìóòà è çåíèòíîãî óãëà íàáëþäàåìîãî 
îáúåêòà, îáñóæäàþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ âåðòèêàëüíîé, ãîðèçîíòàëüíîé è áîêîâîé ðåôðàêöèé 
ïðè áîëüøèõ çåíèòíûõ óãëàõ è ò.ä. 

Äëÿ àíàëèçà ïîäîáíûõ âîïðîñîâ íå ïðèãîäíû ðåäóêöèîííûå ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå äëÿ îäíî-
ìåðíîé ìîäåëè àòìîñôåðû. Íåóäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ è ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, â òîì ÷èñëå è ñ 
èñïîëüçîâàíèåì òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíûõ ïðîôèëåé [7, 8], òàê êàê êîíå÷íûé ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé â 
äàííîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó â íåì òðóäíî 
âûäåëèòü êîíêðåòíóþ ïðè÷èíó òîãî èëè èíîãî ýôôåêòà. 

Íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíûì ïîäõîäîì ê èññëåäîâàíèÿì ôèçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ âåðòè-
êàëüíîé è áîêîâîé ñîñòàâëÿþùèõ ðåôðàêöèè â øèðîêîì äèàïàçîíå àçèìóòàëüíûõ è çåíèòíûõ óãëîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìàëîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, òðåõìåðíóþ íåîäíî-
ðîäíîñòü àòìîñôåðû, à ñ äðóãîé — äîïóñêàþùèõ ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, íàãëÿäíî äå-
ìîíñòðèðóþùèõ èññëåäóåìûå çàâèñèìîñòè. Òàêîé ïîäõîä õàðàêòåðåí, íàïðèìåð, äëÿ ðàáîò [2, 9]. 

Â îòëè÷èå îò ýòèõ ðàáîò, ãäå èñïîëüçóåòñÿ çàðàíåå çàäàííûé àíàëèòè÷åñêèé ïðîôèëü ïîêàçàòåëÿ 
ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà (îáû÷íî ýêñïîíåíöèàëüíûé), â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïî-
ñòðîåíèÿ òåîðèè, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåõìåðíî-íåîäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà. 

Â îñíîâó òåîðèè ïîëîæåíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ëó÷åâûõ óðàâíåíèé ãåîìåòðè÷åñêîé îï-
òèêè, ñôîðìóëèðîâàííûå â [10, 11]. Ñîãëàñíî [11] óãëû ïðèõîäà ëó÷à â êîíöåâûõ òî÷êàõ òðàåêòîðèè, 
åñëè ïðåíåáðå÷ü êðó÷åíèåì ëó÷à, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 
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ãäå n0, nL, n0, nL — çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà è åãî ãðàäèåíòà ñîîòâåòñòâåííî â 
òî÷êå íàáëþäåíèÿ è ó íàáëþäàåìîãî îáúåêòà; l0, lL — íàïðàâëåíèÿ ïðèõîäà ëó÷à (êàñàòåëüíûå ê òðà-
åêòîðèè) â ýòèõ òî÷êàõ; L — äëèíà òðàåêòîðèè. 
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Îãðàíè÷èâàÿñü äàëåå ðàññìîòðåíèåì àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè, ò. å. ïîëàãàÿ nL = 1, nL = 0, 
lL = rL (ãäå rL — èñòèííîå íàïðàâëåíèå íà îáúåêò íàáëþäåíèÿ), ïðèâåäåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1) ê 
âèäó 
 

 (2) 
 

Ââîäÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ Äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ z, íàïðàâëåí-
íîé â çåíèò, ñ îñüþ õ, íàïðàâëåííîé íà þã, à îñüþ ó — íà âîñòîê (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îðòàìè kz, kõ, 
ky), ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (2) â âèäå 
 

 
 

 (3) 
 
ãäå zè, zâ — èñòèííûé è âèäèìûé çåíèòíûå óãëû; Àè, Àâ — èñòèííûé è âèäèìûé àçèìóòû; gâ, gã, 
gá — ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíàÿ, ãîðèçîíòàëüíàÿ è áîêîâàÿ ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ïîêàçàòåëÿ ïðå-
ëîìëåíèÿ âîçäóõà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ. 

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (3) ïîî÷åðåäíî íà kz, kõ, ky (ñêàëÿðíî), ïîëó÷èì ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé, 
êîòîðàÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âåëè÷èíû L äàåò ñëåäóþùèå äâà óðàâíåíèÿ: 
 

 
 

 (4) 
 

Óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ óãëîâ âåðòèêàëüíîé è 
áîêîâîé ñîñòàâëÿþùèõ ðåôðàêöèè (ñîîòâåòñòâåííî , á), ñâÿçàííûõ ñ zè, zâ è Àè, Àâ ôîðìóëàìè 
 

 (5) 
 
ïî èçìåðåííûì â òî÷êå íàáëþäåíèÿ âèäèìûì çåíèòíîìó óãëó zâ, àçèìóòó Àâ, ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ 
n0, ïðîåêöèÿì ãðàäèåíòà ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ gâ, gã, gá. 

Èç óñëîâèÿ zè = zâ, Aè = Aâ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (4) íàõîäèì óãëû zâ0, Àâ0, ïðè êîòîðûõ ðåôðàê-
öèÿ îòñóòñòâóåò (ò. å.  = á = 0), 
 

 (6) 
 
Îòñóòñòâèå ðåôðàêöèè â ýòîì ñëó÷àå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íàïðàâëåíèå ïðèõîäà ëó÷à îêàçûâàåòñÿ 
ñîâïàäàþùèì ñ íàïðàâëåíèåì ãðàäèåíòà ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, à â ýòèõ óñëîâèÿõ êðèâèçíà ëó÷à, 
êàê èçâåñòíî [12], ðàâíà íóëþ. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàäèåíòîâ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ íóëåâûå çíà-
÷åíèÿ âåðòèêàëüíîé ðåôðàêöèè áóäóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ íå ïðè zâ = 0, à ïðè óãëàõ zâ0, Aâ0, îïðåäåëÿå-
ìûõ ôîðìóëîé (6). ×èñëåííóþ îöåíêó óãëà zâ0 íåòðóäíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äëÿ çíà÷åíèé gã, gâ, 
ñâÿçàííûõ ñ íàêëîíîì ñëîåâ îäèíàêîâîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Ïî äàííûì [8, 13], òàêèå íàêëîíû 
ìîãóò äîñòèãàòü 100. 

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäîáíûé ñëîé íàêëîíåí â íàïðàâëåíèè þã—ñåâåð, òî gã/gâ  100  5  10–6  5  10–4, 
gá/gâ  0. Ïðè ýòîì zâ0  arctg(5  10–4)  5  10–4, ò.å. óãîë íóëåâîé âåðòèêàëüíîé ðåôðàêöèè ïðè íàëè÷èè 
óêàçàííîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ãðàäèåíòà ìîæåò ñìåùàòüñÿ îò íàïðàâëåíèÿ â çåíèò íà 100. 

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ñ ó÷åòîì (5) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå 
 

 (7) 
 

 (8) 
 

ãäå 
 

 (9) 
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 (10) 
 

 (11) 
 

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå gã = gá = 0 (îäíîìåðíûé ïðîôèëü) îáùåå ðåøåíèå 
(7)—(11) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 
 

 
 

 (12) 
 
îòêóäà, ðàñêëàäûâàÿ  â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (n0—1) è ó÷èòûâàÿ ëèøü ïåðâîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå, ïî-
ëó÷àåì èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå òåîðåìû Ëàïëàñà—Îðèàíè [2, 4] 
 

 (13) 
 

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ôîðìàëüíî-ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôîðìóëà (13) ñïðàâåäëèâà äëÿ óãëîâ, 
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â (12) 
 

 (14) 
 

îòêóäà 
 

 (15) 
 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî áîëüøîå çíà÷åíèå zâï — ïðåäåëüíîãî óãëà, îïðåäå-
ëÿåìîãî êðèòåðèåì (15) (zân  88), íà ïðàêòèêå òåîðåìà (13) îáåñïå÷èâàåò óäîâëåòâîðèòåëüíóþ òî÷-
íîñòü ëèøü â äèàïàçîíå zâ < 70 [1—5]. 

Îäíàêî è â ýòîì äèàïàçîíå òåîðåìà Ëàïëàñà—Îðèàíè íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî àäåêâàòíûì ìåòî-
äîì ó÷åòà ðåôðàêöèè, â ÷àñòíîñòè, îíà íå îïèñûâàåò ýôôåêò ñäâèãà òî÷êè íóëåâîé ðåôðàêöèè, ïðåä-
ñêàçûâàåìûé ôîðìóëàìè (6). 

Ó÷åò ãîðèçîíòàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ãðàäèåíòà ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â îáùåì ðåøåíèè (7)—
(11) çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ðåôðàêöèè è ðàñøèðÿåò äèàïàçîí óãëîâ z  zâï. 
Àñèìïòîòèêà îáùåãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå zâ = 0, Àâ = 0 èìååò âèä 
 

 (16) 
 

 (17) 
 

Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ ðåôðàêöèè ïðè íóëåâûõ óãëàõ íàáëþäåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî òî÷êà 
íóëåâîé ðåôðàêöèè ñîãëàñíî (6) ñäâèíóòà îò íàïðàâëåíèÿ â çåíèò ê íàïðàâëåíèþ, îïðåäåëÿåìîìó 
óãëàìè zâ0, Aâ0. 

Äëÿ íå ñëèøêîì ìàëûõ è íå ñëèøêîì áîëüøèõ óãëîâ zâ âåëè÷èíó  ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî 
ñòåïåíÿì (n0—1), îãðàíè÷èâàÿñü ó÷åòîì ïåðâîãî íåíóëåâîãî ñëàãàåìîãî, 
 

 (18) 
 

Âèäíî, ÷òî â îòñóòñòâèå ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàäèåíòîâ (gã = gá = 0) èç (18) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå òåîðå-
ìû Ëàïëàñà—Îðèàíè (13). 

Ôîðìóëà (18) ïîçâîëÿåò äàòü îáîáùåíèå èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé [11, 13] äëÿ àíîìàëèè ðåôðàê-
öèè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (18) ïðè gá = 0 (ïîñëå âû÷èòàíèÿ âåëè÷èíû (n0—1) tgzâ). Â îòëè÷èå îò 
[11, 13] ôîðìóëà (18) òàê æå, êàê è îáùèå ôîðìóëû (7)—(11), ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü àíîìàëèþ ðåô-
ðàêöèè â âèäå ôóíêöèé ãîðèçîíòàëüíîãî gã è áîêîâîãî gá ãðàäèåíòîâ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, âèäè-
ìîãî óãëà ìåñòà Aâ è çåíèòíîãî óãëà zâ. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé àíîìàëèè ðåô-
ðàêöèè à, âûòåêàþùåå èç (18), èìååò âèä 
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 (19) 
 

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äëÿ áîêîâîé ðåôðàêöèè (ïîïðàâêà ê àçèìóòó) 
 

 (20) 
 

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (19), (20) îáîáùàþò èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ [11, 13] äëÿ ðåôðàêöèîí-
íûõ àíîìàëèé íà ñëó÷àé íå ðàâíîãî íóëþ áîêîâîãî ãðàäèåíòà ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ (gá  0). Ýòè 
ôîðìóëû ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè óãëàõ, íå ñëèøêîì áëèçêèõ ê zâ  0, zâ = /2 (êàê âèäíî èç (13), 
âåëè÷èíà á ïðè zâ  0 âîîáùå íå äîëæíà çàâèñåòü îò (n0—1)). Äëÿ áëèçãîðèçîíòíûõ óãëîâ ñëåäóåò 
èñïîëüçîâàòü îáùèå ôîðìóëû (7), (8). 

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî íàëè÷èå êâàäðàòíîãî êîðíÿ â ôîðìóëå (9) íàêëàäûâà-
åò, êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû Ëàïëàñà—Îðèàíè, îãðàíè÷åíèå íà óãëû zâ â îáëàñòè zâ  /2. Óñëîâèå 
íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ 
 

 (21) 
 

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ óãëà zâï, ïðè êîòîðîì åùå ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû 
(7)—(9) 
 

 
 

 (22) 
 

Ïðè gr = gá = 0 ôîðìóëà (22) ñîâïàäàåò ñ (15). Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ðîñòîì gr, gá äèàïàçîí 
óãëîâ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (7)—(11), óâåëè÷èâàåòñÿ (ñòàíîâèòñÿ øèðå, íà-
ïðèìåð, ÷åì äèàïàçîí, îïðåäåëÿþùèé îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ëàïëàñà—Îðèàíè). 

Îäíàêî áîëåå îïðåäåëåííûå âûâîäû î òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ è äèàïàçîíå èñïîëüçîâàíèÿ 
ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñîîòíîøåíèé ìîæíî áóäåò ñäåëàòü ëèøü íà îñíîâàíèè ñîïîñòàâëåíèÿ 
ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ñäåëàííûõ ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé, ñ íàäåæíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè 
äàííûìè, ëèáî ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ äðóãèìè ìåòîäàìè (â ÷àñòíîñòè, ìåòîäàìè [7, 
8, 14], êîððåêòíî ó÷èòûâàþùèìè òðåõìåðíóþ íåîäíîðîäíîñòü àòìîñôåðû). Ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè 
íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü àäåêâàòíûé ó÷åò çàâèñèìîñòè óãëîâ ðåôðàêöèè îò àçèìóòà. 
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À . V .  P r o k o p o v . Some Aspects of the Theory of Astronomic Refraction in the Three-Dimensional 
Inhornogeneous Atmosphere. 
 

Within the framework of the three-dimensional inhomogeneous atmosphere there are derived in the paper the 
formulas for calculating vertical and lateral astronomic refraction describing the refraction anomalies as functions of 
the azimuth, elevation angle, and atmospheric parameters above the observation point. 


