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Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ âîëíû â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà 
ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà è ïðîâåäåí ðàñ÷åò îòíîñèòåëüíîé äèñïåðñèè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåí-
ñèâíîñòè îïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ äèôðàêöèîííûõ ïàðà-
ìåòðîâ àïåðòóðû è ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè èñòî÷íèêà. Ïðîàíàëèçèðîâàí îòíîñèòåëüíûé âêëàä â 
äèñïåðñèþ ñîñòàâëÿþùèõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ 
äèôðàêöèè è íà÷àëüíîé êîãåðåíòíîñòè èñòî÷íèêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îïèñàííûé ðàíåå ýôôåêò ïðåâûøåíèÿ 
óðîâíåì íàñûùåíèÿ äèñïåðñèè çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî åäèíèöå, â óñëîâèÿõ ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè íà òðàññå, êî-
ãäà ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ôàçû íà âíóòðåííåì ìàñøòàáå òóðáóëåíòíîñòè áîëüøå åäèíèöû, îòíîñèòñÿ ëèøü ê 
ñëó÷àþ ôîêóñèðîâêè èçëó÷åíèÿ áîëüøèìè àïåðòóðàìè è íå èìååò ìåñòà ïðè äðóãèõ óñëîâèÿõ äèôðàêöèè. 

 
 

Ðàñ÷åòàì ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-îãðàíè÷åííûõ îïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ â òóðáó-
ëåíòíîé àòìîñôåðå ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò, â ÷àñòíîñòè [1—6]. Îäíàêî ñîäåðæàùèåñÿ â íèõ ðåçóëüòàòû 
ëèáî îñíîâûâàþòñÿ íà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäàõ ðàñ÷åòà [5, 6], ëèáî äàþò àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè, 
îòíîñÿùèåñÿ ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ôîêóñèðîâêè è Ôðåíåëÿ ïåðåäàþùåé àïåðòó-
ðû. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç äèñïåðñèè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêèõ 
ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ äèôðàêöèîííûõ ïàðàìåòðîâ àïåðòó-
ðû è êîãåðåíòíîñòè èñòî÷íèêà. 

Äëÿ ðàñ÷åòà äèñïåðñèè èíòåíñèâíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòó-
äû ïîëÿ âîëíû U(õ, ) â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà [7, 8]: 
 

 
 

 
 

 (1) 

 
ãäå õ — äëèíà òðàññû; ,  — äâóìåðíûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâåííî â íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòè 
íàáëþäåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ îõ; k = 2/ — âîëíîâîå 
÷èñëî; U0() — íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ: 1(õ, t) — ôëóêòóèðóþùàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé 
ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû; ( / ) sin( / ) / ( 2 sin( / 2 ))j x x j x x N j N     [8]. 

Îòíîñèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ èíòåíñèâíîñòè I(õ, ) = U(õ, )U*(õ, ) íà îñè ïó÷êà 
 

 (2) 

 

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñðåäíåå çíà÷åíèå ( , 0) * ( , 0)I U x U x  è âòîðîé ìîìåíò 
2 ( , 0) * ( , 0) ( , 0) * ( , 0)I U x U x U x U x  èíòåíñèâíîñòè. Ðàñ÷åò ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè [9, 5, 6] è â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà â 
ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ïó÷êà ñ èñïîëüçîâàíèåì (1) ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî 
èíòåãðàë âäîëü òðàññû îò ïîëÿ 1(x, t) â (1) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, à ñàìî ïîëå 
ëîêàëüíî îäíîðîäíî, èçîòðîïíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè [9, 10], áóäåì èìåòü 
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à — ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ; F — ðàäèóñ êðèâèçíû âîëíîâîãî ôðîíòà 

ïó÷êà â íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè; 2( ) 2 ( )[1 cos ];H t d t   i i i  (i) — ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ôëóêòóà-

öèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âîçäóõà. 

Â ñëó÷àå ôîêóñèðîâêè èçëó÷åíèÿ 1
x
F

  
 

 áîëüøèìè àïåðòóðàìè ( ) èç (3) ñëåäóåò âûðàæå-

íèå, ñîâïàäàþùåå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ 2I  â ôàçîâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãþé-

ãåíñà-Êèðõãîôà [5, 6] è èñïîëüçîâàííîå äëÿ àíàëèçà ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ â [1]. 
Äëÿ êîëìîãîðîâñêîãî ñïåêòðà àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè [9, 10] ïîñëåäíþþ ýêñïîíåíòó À â (3) 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 (4) 
 

ãäå 2 2 7/6 11/6
0 1,23 nC k x  — äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïëîñêîé âîëíû, ðàññ÷èòàííàÿ â ïåð-

âîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèé. Âåëè÷èíó 2
0  óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïàðà-
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ìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî òóðáóëåíòíûå óñëîâèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ [9, 10]. ×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå 
äëÿ 2( , 0)I x  â îáëàñòè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè, êîãäà ïàðàìåòð 2

0  çíà÷èòåëüíî ïðåâû-

øàåò åäèíèöó, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäèêîé àñèìïòîòè÷åñêîãî (ïðè 2
0  ) âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà 

(3) [10, 5, 6, 14]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìåòîäèêîé â îáëàñòè, ñóùåñòâåííîé äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, 
÷àñòü À ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â (3) ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ: 
 

 (5) 
 
îãðàíè÷èâøèñü òðåìÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè, ïîñëå ÷åãî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì âåêòîðíûì ïåðåìåííûì. 

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [2, 3, 4] ïðè àíàëèçå ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè êîëëèìèðîâàí-
íûõ ïðîñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åííûõ îïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ â ðàñ÷åòàõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ îãðàíè÷è-
âàëèñü ó÷åòîì ëèøü ÷ëåíîâ, àíàëîãè÷íûõ ïåðâûì äâóì ñëàãàåìûì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (5), à â [1, 

2] ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ ôîêóñèðîâêè èçëó÷åíèÿ áîëüøèìè àïåðòóðàìè 1,
x
F

     
 

 âìåñòî 

âòîðîãî ó÷èòûâàëñÿ ÷ëåí, àíàëîãè÷íûé òðåòüåìó ñëàãàåìîìó â (5), ÿâëÿþùåìóñÿ â ýòîì, ñëó÷àå ãëàâ-
íûì ÷ëåíîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ 2.I  

Ïîäñòàâèâ (5) â (3), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âåêòîðíûì ïåðåìåííûì áóäåì èìåòü 
 

 (6) 
 

ãäå 
 

 
 

 (7) 
 

 (8) 
 

 
 

 
 

 (9) 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

2F1(x; y; z; t) — ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà; (õ) — Ãàììà- ôóíêöèÿ. 
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Ôîðìóëà (6) ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü îòíîñèòåëüíóþ äèñïåðñèþ ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâ-

íîñòè ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ 
x
F

 è .. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå êîëëèìèðîâàííûõ 

0
x
F

  
 

 è ñôîêóñèðîâàííûõ àïåðòóðàìè ñ ÷èñëîì Ôðåíåëÿ 12,5
0 d  èìååì 2 4,5 2 8,5

,ê 0 ,ô 0, ,I I
       

ïðè ôîêóñèðîâêå áîëüøèìè àïåðòóðàìè ( 12,5
0  ) ïîëó÷àåì 

2
2 2 2/50
,ê ,ô7/6 , ,I I sD

 


   ÷òî ñîãëàñóåò-

ñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [1—4]. 
Èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà ñëàãàåìûõ 2

,êI  è 2
,ôI  â âåëè÷èíó äèñïåðñèè ñôîêóñèðîâàííîãî 

ïó÷êà â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè íà òðàññå èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî ïðè 
12,5
0    îñíîâíîé âêëàä â ïðåâûøåíèå 2

I  íàä åäèíèöåé âíîñèò ñëàãàåìîå 2
,ô.I  Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ 

2
0  âêëàä 2

,ôI  óìåíüøàåòñÿ, è ïðè 12,5
0    ïîâåäåíèå äèñïåðñèè îïðåäåëÿåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, 

ïåðâûìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè â ðàçëîæåíèè (5). 
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà 2

I  íà îñè êîëëèìèðîâàííîãî ïó÷êà â çàâèñèìîñòè îò 

äèôðàêöèîííîãî ïàðàìåòðà . Çäåñü æå íàíåñåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, 
÷òî ó÷åò äîïîëíèòåëüíîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè [3, 4], ñëàãàåìîãî áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà 
ìàëîñòè 2

,ôI  ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ êà÷åñòâåííîãî ñîãëàñèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, íå ïðè-

áåãàÿ ê óñðåäíåíèþ ïî ïîëîæåíèþ òî÷êè íàáëþäåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè ïó÷êà [4]. Îäíîâðåìåííûé 
ó÷åò ñëàãàåìîãî 2

,ôI  è óñðåäíåíèå ïî ïîëîæåíèþ òî÷êè íàáëþäåíèÿ [4] (êðèâàÿ 2) ïðèâîäèò ê ëó÷-

øåìó ñîãëàñèþ òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòåé, ÷åì â îòñóòñòâèå 2
,ôI  (êðèâàÿ 2). 

 

 
 

 

 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé äèñïåðñèè èíòåí-
ñèâíîñòè ñôîêóñèðîâàííîãî (x/F = 1,  = 25) ïó÷êà 

îò ïàðàìåòðà  2
0 :  êðèâàÿ 1 — ðàñ÷åò áåç ó÷åòà ñëà-

ãàåìîãî 2
,ôI  ( 2 2

,ê1I I    ); 2 — ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå (6)

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü 2( ) :I   êðèâàÿ 1 — ðàñ÷åò ïî 

ôîðìóëå (6) ïðè 0 = 1,8; 1 — ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå 
2 2

,ê1I I     [4] ïðè òîì æå çíà÷åíèè 0; êðèâûå 2, 

2 — ðàñ÷åò ñ ó÷åòîì óñðåäíåíèÿ ïî ïîëîæåíèþ òî÷êè 
íàáëþäåíèÿ; øòðèõîâàÿ ëèíèÿ — ýêñïåðèìåíò 

 

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé ôîêóñèðîâêè èçëó÷åíèÿ áîëüøèìè àïåðòóðàìè ( 12,5
0  ). 

êîãäà ñëàãàåìîå 2
,êI  ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òóðáóëåíòíûå èñêàæåíèÿ âîëíû ñòîëü 

âåëèêè, ÷òî ïàðàìåòð 6,5
0/c x k   [6] ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå âíóòðåííåãî ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè: 

ñ < l0. Òîãäà 5/3 ñòåïåíü â ïîêàçàòåëå Â ýêñïîíåíòû, â (4), (5) çàìåíÿåòñÿ íà êâàäðàòè÷åñêóþ è ïî-
ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü îò l0 [9, 11]. Â èòîãå ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ 2

I  áóäåì èìåòü 
ôîðìóëó [11, 5, 6] 
 

 (10) 
 

ãäå 
3

2 2
0 0

9
( ) 1,1 ,

8s nD l C k x l   
 

 
3

09
,

8 2a

l
l

a
   
 

 ïîêàçûâàþùóþ, ÷òî óðîâåíü íàñûùåíèÿ äèñïåðñèè ïðåâû-

øàåò åäèíèöó íà âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ îòíîøåíèåì âíóòðåííåãî ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè ê ðà-
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äèóñó àïåðòóðû. Õàðàêòåðíî, ÷òî äëÿ êîëëèìèðîâàííûõ ïó÷êîâ, êîãäà ãëàâíûì ÷ëåíîì àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå 2

,êI  óñëîâèå ñ < l0 ïðèâîäèò ëèøü ê èçìåíåíèþ ïîêàçàòåëÿ 

ñòåïåííîãî çàêîíà 4/5
0
  íà 1/3

0 ,  ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò íàñûùåíèå 2
I  íà åäèíèöó [3, 4]. Â ðàáîòå 

[11] íà îñíîâàíèè ðàñ÷åòîâ â ôàçîâîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãþéãåíñà—Êèðõãîôà ðåçóëüòàò (10) íåïðà-
âîìåðíî îáîáùåí è íà êîëëèìèðîâàííûå ïó÷êè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî âûâîäàì [3, 4] è âûçâàëî äèñêóññèþ. 

Â ðàáîòå [12] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ äèñïåðñèè èíòåíñèâíîñòè ñôîêóñèðîâàííîãî ïó÷-
êà íà ëàáîðàòîðíîé óñòàíîâêå ïðè ìîäåëèðîâàíèè óñëîâèé, êîãäà ïàðàìåòð Ds äîñòèãàë î÷åíü áîëü-
øèõ çíà÷åíèé, âïëîòü äî 500. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî íàáëþäàâøååñÿ ïðè ýòîì â [12] óñòîé÷èâîå íàñûùå-
íèå 2

I  íà óðîâåíü 2
I = 1,06 ïðè 120 < Ds < 500 â êàêîé-òî ìåðå îáúÿñíÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ (10). 

Ôîðìóëà (6) ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé ÷àñòè÷íî êîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ, êîãäà íà÷àëüíîå 
ïîëå U0() ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè èñòî÷íèêà ê ìíîãî ìåíüøå 
ïîñòîÿííîé âðåìåíè ïðèåìíèêà ï. Òîãäà ÷åòâåðòûé ìîìåíò íà÷àëüíîãî ïîëÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâå-
äåíèå âòîðûõ ìîìåíòîâ [6] ñ ðàäèóñîì ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè àê [6, 9]. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ 
âû÷èñëåíèé, àíàëîãè÷íûõ èçëîæåííûì âûøå, âìåñòî (6) èìååì 
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Ðèñ. 3. Ðàñ÷åò 
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 ïî ôîðìóëå (11): à — êîëëèìèðîâàííûé ïó÷îê (x/F = 0,  = 1); á — ñôî-

êóñèðîâàííûéïó÷îê(x/F = 1,  = 25); êðèâûå 1, 2, 3 — ðàñ÷åò ñîîòâåòñòâåííî ñ ó÷åòîì ïåðâîãî, 
ïåðâûõ äâóõ è âñåõ òðåõ ñëàãàåìûõ â (11) 
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Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè íà÷àëüíîãî ïîëÿ óðîâåíü 
íàñûùåíèÿ îòíîñèòåëüíîé äèñïåðñèè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå åäèíèöû [13, 6]. Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò, êàê 
ñîîòíîñÿòñÿ âêëàäû òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ îòíîñèòåëüíîé äèñïåðñèè 2

I  â (11) â çàâèñèìîñòè îò êîãå-
ðåíòíîñòè èñòî÷íèêà. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (11) îáîáùàåò ðàçðîçíåííûå ðåçóëüòàòû [1—4, 13] è 
ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû äèñïåðñèè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ ôîêóñèðîâêè, äèôðàêöèè è íà÷àëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè èçëó÷åíèÿ. 
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V . À .  Â à n a k h ,  A . Z .  V a g n e r . Calculations of the Variance of Strong Fluctuations of Light Beams in 
a Turbulent Medium. 
 

Using the representation of a complex amplitude of the electromagnetic field in the form of a functional integral 
an asymptotic formula is derived and calculations of the relative variance of strong fluctuations of the optical beams 
intensity in turbulent atmosphere are made for arbitrary values of the diffraction parameter of the aperture and spatial 
coherence of a source. Relative contributions of the terms of an asymptotic series to the variance are analyzed when 
varying the diffraction parameter and initial coherence of the light emitted from the source. It is established that ear-
lier described effect of the variance saturation at the level exceeding unity, under the conditions of strong turbulence 
along the part is valid only in the case of beam focusing by large apertures and does not take place under different 
diffraction conditions. 


