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ÐÀÑ×ÅÒ ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÈÊÊÀÒÈ—ÁÅÑÑÅËß ÂÎÑÕÎÄßÙÅÉ ÐÅÊÓÐÑÈÅÉ 
 
 

Ïîñòðîåíû êðèòåðèè îöåíêè äëèíû êîððåêòíî ðàññ÷èòàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé Ðèêêàòè-Áåññåëÿ 
ïåðâîãî ðîäà (ÔÐÁ1). Ðàññìîòðåíû äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîððåêòíî ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ âîñõîäÿùåé 
ðåêóðñèè ïðè èñïîëüçîâàíèè îäèíàðíîé, äâîéíîé è ÷åòâåðíîé òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. 
Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ÔÐÁ1, îáåñïå÷èâàþùèå ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè 
Ìè áåç ðåçåðâèðîâàíèÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äëÿ ìàññèâîâ ÔÐÁ1, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïî 
òåîðèè Ìè äî ðåêîðäíî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà äèôðàêöèè àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö (106 è áîëåå). 

 
 

Âçðûâ ÷àñòèö àýðîçîëÿ â ìîùíûõ ñâåòîâûõ ïó÷êàõ, âîçíèêíîâåíèå â òâåðäûõ ÷àñòèöàõ âíóòðåí-
íèõ íàïðÿæåíèé, çàðîæäåíèå ïëàçìåííîãî ìèêðîî÷àãà â îáúåìå ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííûì ìî-
äåëèðîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â ÷àñòèöå ïî òåîðèè Ìè [1]. ×ëåíû ðÿäîâ Ìè 
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè, â êîòîðûå âõîäÿò ôóíêöèè ê(z) Ðèêêàòè—Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà (ÔÐÁ1). 
Ðàñ÷åò ÔÐÁ1 êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà âûçûâàåò îñîáûå çàòðóäíåíèÿ [2], [3]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàíäàðò-
íûå ïðîãðàììû ðàñ÷åòà ÔÐÁ1 êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îòñóòñòâóþò. Óâåëè÷åíèå 
âîçìîæíîñòåé ðàñ÷åòà ÔÐÁ1 ïðè ïåðåõîäå îò îäèíàðíîé òî÷íîñòè ê äâîéíîé ïðîàíàëèçèðîâàíî â [4]. Â 
íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîâåäåí àíàëèç âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ âîñõîäÿùåé ðåêóðñèè âèäà [5]—[7] 
 

 (1) 
 
êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ôóíêöèé Ðèêêàòè—Áåññåëÿ. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ïåðâûå äâå 
ôóíêöèè 0(z) è 1(z) ðàâíû [5], [7] 
 

 (2) 
 

 (3) 
 
Îøèáêè ðàñ÷åòà ïî (1) ñâÿçàíû ñ íàêîïëåíèåì ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà l(z) ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ l. Íà 
ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äåéñòâèòåëüíîé (ðèñ. 1, à) è ìíèìîé (ðèñ. 1, á) ÷àñòåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ôóíêöèé Ðèêêàòè-Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà z = 10—i10 ïî âîñõî-
äÿùåé ðåêóðñèè (1) ñ îäèíàðíîé (êðèâàÿ 1), ñ äâîéíîé (êðèâàÿ 2) è ñ ÷åòâåðíîé (êðèâàÿ 3) òî÷íî-
ñòüþ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåí íîìåð íèæíåãî èíäåêñà ôóíêöèé. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî íà íà÷àëüíûõ 
ýòàïàõ ðàñ÷åòà âîñõîäÿùåé ðåêóðñèè ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íå çàâèñÿò îò òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà, 
Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà l1, ðàñ÷åò ñ îäèíàðíîé òî÷íîñòüþ ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó íàðàñòà-
íèþ îøèáêè. Ïðè ýòîì ðàñ÷åòû ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ íå ïðèâîäÿò ê çàìåòíûì îøèáêàì è ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ ê, âïëîòü äî ê, ðàâíîãî l2, êîòîðîå ïðåâîñõîäèò l1. Íîìåðà l1 è l2, õàðàêòåðèçóþùèå 
äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÔÐÁ1, êîòîðûå ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ ñ ïîìîùüþ 
îäèíàðíîé è äâîéíîé òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè äåéñò-
âèòåëüíîé r è ìíèìîé  ÷àñòåé êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà z = r+i. Çíàêè r è  íå âëèÿþò íà äëèíû l1 
è l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÔÐÁ1. Íàïðèìåð, l1 = 14 è l2 = 25 äëÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ âèäà 
z1 = 10+i10, z2 = 10—i10, z3 = —10+i10 è z4 = —10—i10. Àíàëîãè÷íî, åñëè 1,r  a 10,   òî íåçà-

âèñèìî îò çíàêîâ r è  äëèíà l1 = 8, à äëèíà l2 = 16. 
Íà ðèñ. 2, à ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè l1 (êðèâûå 1, 3, 5—7) è l2 (2, 4, 6, 8, 9) îò âåëè÷èíû äåéñòâè-

òåëüíîé ÷àñòè r  àðãóìåíòà ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ìíèìîé ÷àñòè  = 10–2 (êðèâûå 1 è 2); 30 (3, 

4); 50 (5, 6); 100 (7, 8); 160 (6, 9). Íà ðèñ. 2, á ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îò   âåëè÷èí l1 (êðèâûå (1, 3, 

5, 7)) è l2 (2, 4, 6, 8) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè r = 10–2 (1, 2); 1 (3, 4); 30 (5, 6) è 50 (7, 8). 
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 à á  
 

Ðèñ. 1. Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîé (ðèñ. 1, à) è ìíèìîé (ðèñ. 1, á) ÷àñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíê-
öèé Ðèêêàòè—Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà 

 

 
a á 

 
Ðèñ. 2. Äëèíû l1 è 12 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé Ðèêêàòè—Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, êîððåêòíî ðàñ-
ñ÷èòàííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè îäèíàðíîé è äâîéíîé òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 

 

Îáîçíà÷èì ÷åðåç õ çíà÷åíèå âàðüèðóåìîé âåëè÷èíû àðãóìåíòà (â ñëó÷àå ðèñ. 2, à ýòî ,r  ðèñ. 2, 

á—  ), à ÷åðåç ð — çíà÷åíèå ïàðàìåòðà (ðèñ. 2, à— ||, ðèñ. 2, á—|r|). Èç ðèñ. 2, à, á âèäíî, ÷òî ïðè 

õ  ð âåëè÷èíû, l1 è l2, íå çàâèñÿò îò õ è îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé ð: 
 

 (4) 
 

 (5) 
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ãäå ñ1  0,5—0,8; à ñ2  1. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà l1(z) è l2(z) ïðè 
||  10 (ñì. ðèñ. 2, á). Â îáëàñòè õ > ð çíà÷åíèÿ l1 è l2 ïåðåñòàþò çàâèñåòü îòâåëè÷èíû ïàðàìåòðà. Èç 
ðèñ. 2, à, á âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ õ âñå êðèâûå l1 è l2 èìåþò òåíäåíöèþ ê ñëèÿíèþ â äâå ãðóïïû. 
Ðàñ÷åòû ÔÐÁ1 ìåòîäîì âîñõîäÿùåé ðåêóðñèè âîçìîæíî ïðîâîäèòü äî |r|    218 è ||  8,08 (îäèíàð-
íàÿ òî÷íîñòü), |r|    250 è ||  17,3 (äâîéíàÿ òî÷íîñòü) è |r|  2100 è ||  37,4 (÷åòâåðíàÿ). Îãðàíè÷å-
íèå íà r  íàëàãàåòñÿ äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòîâ ñèíóñà è êîñèíóñà, à âòîðîå — õàðàêòåðíî 

äëÿ ðàñ÷åòà ýêñïîíåíòû. Âåëè÷èíà l1 â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåäîñòàòî÷íà äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî òåîðèè 
Ìè. Âåëè÷èíà l2, íàîáîðîò, äîñòàòî÷íà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ. Îäíàêî öåëåñîîáðàçíî ïðåäóñìîòðåòü 
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÔÐÁ1, äëèíà êîòîðîé ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò l2. 
Òàêóþ âîçìîæíîñòü äàþò ðàñ÷åòû ÔÐÁ1 ïî (1) ñ ÷åòâåðíîé òî÷íîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàç ïåðåõîä 
îò îäèíàðíîé òî÷íîñòè ê äâîéíîé óâåëè÷èë äëèíó êîððåêòíî âû÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî÷òè 
âäâîå (ñì. ðèñ. 1), òî ïåðåõîä ê ÷åòâåðíîé òî÷íîñòè ïðèâåäåò ê äàëüíåéøåìó óâåëè÷åíèþ ýòîé äëèíû. 
Ïðè ýòîì íà ïåðâûé ïëàí âñòàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äëèíû l4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÔÐÁ1, êîòîðàÿ 
êîððåêòíî ðàññ÷èòàíà ïî (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòâåðíîé òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. 
Èç-çà îòñóòñòâèÿ âîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 
(íàïðèìåð, ïåðåõîäà ê âîñüìåðíîé òî÷íîñòè) äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ÔÐÁ1 öåëåñîîáðàçíî 
èñïîëüçîâàòü ñòðåìëåíèå ê íóëþ ñ ðîñòîì I ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: 
 

 (6) 
 

 (7) 
 

 (8) 
 

 (9) 
 

 (10) 
 

 (11) 
 

ãäå l(z) è l(z) — ôóíêöèè Ðèêêàòè—Áåññåëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, ( )l z  è ( )l z — ïðîèçâîäíûå 
ÔÐÁ1 è ÔÐÁÇ, ðàññ÷èòûâàåìûå ïî ôîðìóëå [5], [7], 
 

 
 

Ðàñ÷åò ÔÐÁ2 è ÔÐÁÇ ïî (1) íå âûçûâàåò ñóùåñòâåííûõ ïîãðåøíîñòåé. Ôîðìóëû äëÿ ïåðâûõ äâóõ 
ôóíêöèé l(z) è l(z), íåîáõîäèìûå äëÿ (1), èìåþò âèä [7] 
 

 
 

 
 
Âûðàæåíèÿ (6) è (7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäèôèêàöèè ôîðìóë äëÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ ÔÐÁ1 [5] 
 

 
 
óäîáíûå äëÿ ïðîâåðêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Ôîðìóëû (8)—(11) ïîëó÷åíû àëãåáðàè÷åñêèìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ÔÐÁ [5], [7]. Ïðè ìàëûõ || < 1 âñå êðèòåðèé (6)—(10) ïîêàçûâàþò ðåç-
êîå âîçðàñòàíèå ôóíêöèé F1(l), F2(l), , F5(l), íà÷èíàÿ ñ áëèçêèõ çíà÷åíèé l, íàèìåíüøåå èç êîòî-
ðûõ ìîæíî ïðèíÿòü çà äëèíó l4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÔÐÁ1, êîððåêòíî âû÷èñëåííîé ïî (1). Ôîðìóëà 
(11) ïðèãîäíà äëÿ îöåíêè l4 ëèøü ïðè î÷åíü ìàëûõ || d 10–4. Ñ ðîñòîì || ïðèìåíèìîñòü ñîîòíîøåíèé 
(8)—(11) óõóäøàåòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè || = 50 ýòè ôîðìóëû âîâñå íå ïðèãîäíû äëÿ îöåíêè l4. Ðàñ÷åòû, 
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ïðîâåäåííûå ïî (6) è (7) â øèðîêîì äèàïàçîíå   (îò 10–3 äî 50), ïîêàçàëè, ÷òî ìèíèìóìû çàâèñèìî-

ñòåé F1(l) è F2(l) âñåãäà ñîîòâåòñòâóþò áëèçêèì çíà÷åíèÿì I, ìåíüøåå èç êîòîðûõ äàåò íàäåæíóþ îöåíêó 
l4. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ìàëûõ l < l2 çàâèñèìîñòè F1(l) è F2(l) ìîãóò èìåòü íåêîòîðûå ïóëüñà-
öèè. Ïîýòîìó ïîèñê ìèíèìóìîâ F1(l) è F4(l) öåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü ñ l > l2. Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå 
îòêðûâàåò øèðîêèå ïåðñïåêòèâû äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî òåîðèè Ìè. Áåç êàêèõ-ëèáî ìàññèâîâ, ñîäåðæàùèõ 
ïðîìåæóòî÷íûå äàííûå, ïî (1) ìîæíî âûïîëíèòü ðàñ÷åòû ÔÐÁ1 äëÿ ñòîëü áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, 
êàê (4,105—i100). Âñòðå÷íàÿ ðåêóðñèÿ ïîòðåáîâàëà áû ñëèøêîì áîëüøèå îáúåìû îïåðàòèâíîé ïàìÿòè 
äëÿ ðåçóëüòàòîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ðàñ÷åòîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî îòêîððåêòèðîâàòü íà ïîñëåäíåì øàãå. 

Íà ÅÑ-1046 ðàñ÷åò óêàçàííûì âûøå ìåòîäîì ñå÷åíèé îñëàáëåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû ñ ïàðà-
ìåòðîì äèôðàêöèè 106 è ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ 1,33—i10–6 çàíèìàåò íåñêîëüêî ÷àñîâ ïðîöåññîð-
íîãî âðåìåíè è òðåáóåò îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ êèëîáàéò. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëà-
ãàåìûé ìåòîä ñíèìàåò îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð ÷àñòèöû, ïîçâîëÿåò øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ïåðñîíàëü-
íûõ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî òåîðèè Ìè, à â äîñòèæåíèè ðåêîðäíî áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ äèôðàêöèè, 
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ïî òåîðèè ÌÈ, òåïåðü ìîãóò ó÷àñòâîâàòü íå òîëüêî ñóïåð-ÝÂÌ ñ 
ãèãàíòñêîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ, íî è ëþáàÿ ÝÂÌ ñ äîñòàòî÷íîé ðàçðÿäíîé ñåòêîé ïðåäñòàâëåíèÿ 
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. 
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N . N .  B e l o v . Computation of Riccati—Bessel Function by Rising Recursion Method. 
 

The criteria are constructed to evaluate the length of correct computed sequence for Riccati—Bessel function of 
the first kind (FRB1). The length of the correct computed sequences are studied by rising recursion method using the 
single, double and quadruple precision for representation of the complex numbers. The algorithms for computations of 
FRB1 and for precision control are proposed. They allow the numerical investigations by Mie theory to be conducted 
without reserving on-line working storage for FRB1 -values. The algorithms also enable one to make computations by 
the Mie theory for the aerosol particle diffraction parameter up to 106 and above. 


