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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêè íåîäíîðîäíûõ îáëà÷íûõ ïîëåé, ó÷èòû-
âàþùèå ñëó÷àéíóþ ãåîìåòðèþ îòäåëüíûõ îáëàêîâ. Ýòè ìîäåëè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ñóììû íåçàâèñèìûõ ãàóñ-
ñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ñ óáûâàþùèìè äèñïåðñèÿìè è ðàäèóñàìè êîððåëÿöèè, ÷òî ïî ñóòè âåñüìà áëèçêî ê 
òàê íàçûâàåìûì êàñêàäíûì ïðîöåññàì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôðàêòàëüíûõ îáëàêîâ. Íàèáîëåå 
áëèçêèìè ê ðåàëüíûì ÿâëÿþòñÿ îáëà÷íûå ïîëÿ, ìîäåëèðóåìûå íà îñíîâå ïóàññîíîâñêîãî è ñóììû íîðìàëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Â ðàìêàõ ìåòîäà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåé îáëà÷íîñòè è ðàäèàöèè ðàçðàáîòà-
íû àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè è 
îöåíåíî âëèÿíèå ñëó÷àéíîé ãåîìåòðèè îòäåëüíûõ îáëàêîâ íà ñðåäíèå ïîòîêè âèäèìîé ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè. 

 
 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèçíàííà íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû ïîëÿ êó÷åâûõ îáëàêîâ ïðè âû÷èñëåíèè ëó÷èñòûõ ïîòîêîâ è ïîëåé ÿðêîñòè ñèñòåìû «àòìîñôåðà — 
ïîäñòèëàþùàÿ ïîâåðõíîñòü». Â ñóùåñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ êó÷åâîé îáëà÷íîñòè îòäåëü-
íûå îáëàêà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðîñòåéøèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè òåëàìè (öèëèíäðû, ïàðàëëåëåïèïåäû, 
óñå÷åííûå ïàðàáîëîèäû âðàùåíèÿ è ò. ä.), òîãäà êàê ôîðìà ðåàëüíûõ êó÷åâûõ îáëàêîâ ÿâëÿåòñÿ 
÷ðåçâû÷àéíî èçìåí÷èâîé è íåðåãóëÿðíîé â øèðîêîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ. Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû 
òàêîé ñòðóêòóðû ïðèíÿòî íàçûâàòü ôðàêòàëàìè, à äëÿ èõ îïèñàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àï-
ïàðàò òåîðèè ìåðû ìíîæåñòâ íåöåëîé (ôðàêòàëüíîé) Õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè [1, 2]. Îïèñàíèå 
íåêîòîðûõ ñïîñîáîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ôðàêòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ìîæíî íàéòè â [3]. 

Â [4, 5] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáëà÷íîãî ïîëÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü n-øàãîâûå êàñêàäíûå 
ïðîöåññû. Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì êàñêàäîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îáëàêîâ çàäàííîé 
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, îöåíêè êîòîðîé äëÿ ðåàëüíûõ îáëàêîâ ïîëó÷åíû íà îñíîâå àíàëèçà ñïóò-
íèêîâûõ äàííûõ [6—8]. Îäíàêî îãðîìíàÿ òðóäîåìêîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ òðåáóåò 
î÷åíü áîëüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ïðè ÷èñëåííîì ïîñòðîåíèè îá-
ëà÷íûõ ïîëåé äàæå â îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ, ÷òî äåëàåò ïðàêòè÷åñêè 
íåâîçìîæíûì âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ èçëó÷åíèÿ ïóòåì óñðåäíåíèÿ ðåøåíèÿ 
ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé òàêèõ ïîëåé. 

Â äàííîé ñòàòüå áîëåå ïðîñòûå, èäåéíî áëèçêèå ê êàñêàäíûì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êó÷åâîé îá-
ëà÷íîñòè, ó÷èòûâàþùèå ñëó÷àéíóþ ãåîìåòðèþ îòäåëüíîãî îáëàêà, ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü íà îñíîâå 
ñóììû îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ãàóññîâñêèõ ïîëåé ñ çàäàííûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè. Â 
ðàìêàõ ìåòîäà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåé îáëà÷íîñòè è ðàäèàöèè îöåíåíî âëèÿíèå ñëó÷àéíîé 
ãåîìåòðèè îòäåëüíîãî êó÷åâîãî îáëàêà íà ñðåäíèå ïîòîêè âèäèìîé ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè. 
 
1. Ãàóññîâñêàÿ ìîäåëü êó÷åâîé îáëà÷íîñòè 
 

Äëÿ öåëüíîñòè èçëîæåíèÿ äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ãàóññîâñêîé ìîäåëè êó÷åâîé îáëà÷íîñòè [9], 
íà îñíîâå êîòîðîé äàëåå áóäåì ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå íåðåãóëÿðíóþ ñëó÷àé-
íóþ ãåîìåòðèþ îòäåëüíûõ îáëàêîâ. 

Â ýòîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèæíåé ãðàíèöåé îáëà÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü z = h0, à 
âåðõíÿÿ ãðàíèöà z = w(õ, ó) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì 
 

 (1) 
 
ãäå v(x, ó) — îäíîðîäíîå ãàóññîâñêîå ïîëå ñ íóëåâûì ñðåäíèì, êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé K(õ, ó) è 
äèñïåðñèåé 2 = K(0, 0). Âõîäíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè (ñ,  è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ K(õ, ó)) ìîæ-
íî ñâÿçàòü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûìè âåëè÷èíàìè: áàëëîì îáëà÷íîñòè N, ñðåäíèì ãîðèçîí-
òàëüíûì D è âåðòèêàëüíûì H ðàçìåðàìè îáëàêîâ. 

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî áàëë îáëà÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ 
 

 (2) 
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ãäå (õ) — ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñðåäíèé äèàìåòð íàõîäèòñÿ èç ñîîò-
íîøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâàíèè ôîðìóëû(45) — (51) èç [10]: 
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Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíà ôóíêöèÿ ñðåäíåé âûñîòû îáëàêîâ ( )H d


îò ïàðàìåòðà d äëÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé ìîäåëè 
 

 
 

ãäå ( , )v x y


— îäíîðîäíîå ãàóññîâñêîå ïîëå ñ òîé æå íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé, ÷òî è 

ó v(x, ó), íî ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Òîãäà äëÿ ñðåäíåé âûñîòû îáëàêîâ î÷åâèäíî ðàâåíñòâî 
 

 (4) 
 

Äàëåå ïîâñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçîòðîïíîñòü îáëà÷íûõ ïîëåé. Ýòî ðàçóìíî ïî äâóì ïðè÷è-
íàì: âî-ïåðâûõ — íåèçîòðîïíûå ñòðóêòóðû ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç èçîòðîïíûõ ïóòåì èçìåíåíèÿ ìàñ-
øòàáà ïî îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò, à âî-âòîðûõ — îáëåã÷àåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â 

[11] äëÿ ( )H d


 èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå 
 

 (5) 
 

ãäå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ p(h) íà îñíîâàíèè [12] èìååò âèä 
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Çàäà÷à ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ãàóñ-
ñîâñêîãî ïîëÿ ñ çàäàííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé, äëÿ ïðèáëèæåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîòîðîãî â 
[9] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàíäîìèçàöèè ñïåêòðà [13], ìîäèôèöèðîâàííûé äëÿ èçîòðîïíûõ 
ïîëåé. Ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà èçîòðîïíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè îáëàäàåò êðóãîâîé ñèììåòðèåé, à êîððåëÿ-
öèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä 
 

 
 

ãäå r2 = õ2 + ó2; J0(z) — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ñ íóëåâûì èíäåêñîì; (d) — ðàäèàëüíàÿ 
ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà íà [0; +). 

Ñïåêòðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà ñåêòîðû è êîíöåíòðè÷åñêèå êîëüöà, òî÷êè ðàíäîìèçè-
ðîâàííîãî ñïåêòðà ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòÿõ, à ïðèáëèæåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãàóññîâñêîãî ïîëÿ 
ïðîâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå 
 

 (7) 
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ãäå j, wi — ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê ñïåêòðà; àj — êîýôôèöèåíòû, ñâÿçàííûå ñ ðàçáèåíèåì ñïåê-

òðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà; ,ij ij

 

   — íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà 

[0, 1). 
Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ñîñðåäîòî÷åíà íà îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì , òîãäà äëÿ êîððåëÿöèîííîé 

ôóíêöèè ïîëó÷àåì K(r) = 2J0(r) è ñîîòíîøåíèå (7) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
 

 (8) 
 

Äëÿ çàäàííîé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ê20 = 1/222, ê40 = —3/824,  = 1,5 è èç (6) ñëåäóåò 
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Ïðè çàäàíèè âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû (2)—(5) ñ ó÷åòîì (9) è ñîîòâåòñò-

âóþùèõ çíà÷åíèé êij, âåëè÷èíà ( )H d


 îöåíèâàåòñÿ ÷èñëåííî. 
Äëÿ óäîáñòâà ðàññìîòðåííóþ âûøå ìîäåëü îáëà÷íîãî ïîëÿ áóäåì íàçûâàòü G1-ìîäåëüþ. Ãîðèçîí-

òàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ñå÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ ðåàëèçàöèé îáëà÷íîñòè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ãàóñ-
ñîâñêîé è ïóàññîíîâñêîé [14] ìîäåëåé, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1 è 2. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî âåðòèêàëü-
íûå ñå÷åíèÿ îáëàêîâ G1-ìîäåëè õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ âåðòèêàëüíûìè ñå÷åíèÿìè óñå÷åííûõ ïà-
ðàáîëîèäîâ. Â îòëè÷èå îò ïóàññîíîâñêîé â G1-ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà îáëà÷íîãî ïîëÿ 
âûãëÿäèò ìåíåå ðåàëèñòè÷íî, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ áîëåå óïîðÿäî÷åííîé (ñì. ðèñ. 1, à è 2, à). 

Íåðåãóëÿðíàÿ ïðè÷óäëèâàÿ ôîðìà ðåàëüíûõ îáëàêîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â àòìîñôåðå ïðèñóò-
ñòâóþò õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáîâ. Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü îáëà÷íîñòè ìîæåò 
ëèøü áîëåå èëè ìåíåå êîððåêòíî îïèñàòü âëèÿíèå äîñòàòî÷íî êðóïíîìàñøòàáíûõ àòìîñôåðíûõ äâè-
æåíèé íà ôîðìèðîâàíèå ãåîìåòðèè îáëàêîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîäåëü îïèñûâàåò ëèøü îáùèå î÷åðòà-
íèÿ îòäåëüíûõ îáëàêîâ è íå ìîæåò âîñïðîèçâåñòè äåòàëè ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû.  
 

 
  

Pèc. 1. Ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ îáëà÷íîãî ïîëÿ äëÿ 
G1-ìîäåëè; à — ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå ïëîñêî-
ñòüþ z = h0 (îáëàñòü 2525 êì); á — âåðòèêàëüíîå 
ñå÷åíèå (äëèíà ðåàëèçàöèè 3 êì) 

Ðèñ. 2. Ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ îáëà÷íîãî ïîëÿ äëÿ 
ïóàññîíîâñêîé ìîäåëè: à — ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷å-
íèå ïëîñêîñòüþ z = h0 (îáëàñòü 2525 êì); á —
 âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå (äëèíà ðåàëèçàöèè 5 êì) 

 
Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî óñòðàíèòü, åñëè ñóììèðîâàòü è íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ïîëåé ñ óìåíü-

øàþùèìèñÿ äèñïåðñèÿìè è ðàäèóñàìè êîððåëÿöèè (Gn-ìîäåëü), ÷òî ïîçâîëèò â êàêîé-òî ñòåïåíè ó÷åñòü 
âëèÿíèå àòìîñôåðíûõ äâèæåíèé ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ìîäåëèðóåìûõ îáëàêîâ. 

Ïóñòü â ìîäåëè (1) 
1

( , ) ( , ).
n

i
i

v x y v x y


   Çäåñü vi(õ, ó) — íåçàâèñèìûå îäíîðîäíûå èçîòðîïíûå 

ãàóññîâñêèå ïîëÿ ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè 2
0( ) ( ),i i iK r J r    ãäå 

r = (õ2+ó2)1/2, à i è i óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 
 



 i+1

  
i
,

 1/
i+1

  1/
i,
  i = 1, ..., n – 1 . 
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Ïîñêîëüêó ñóììèðóåìûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî äëÿ äèñïåðñèè è êîððåëÿöèîííîé 
ôóíêöèè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ èìååì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ: 
 

 
 

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñòîé÷èâîñòè ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëå v(x, ó) òàêæå áóäåò ãàóññîâ-
ñêèì, à çíà÷èò, äëÿ íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿìè N, D è Í ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (2)—(6). Îäíàêî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé, ïîýòîìó îäíîçíà÷íî ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ëèøü 3 ïàðàìåòðà ìîäåëè, íàïðèìåð, 1, 1 è ñ, à îñòàëüíûå 2,,n, 2,,n ñ÷èòàòü èçâåñòíû-
ìè. Âìåñòî ïîñëåäíèõ ïàðàìåòðîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü 2,,n è 2,,n, êîòîðûå çàäàþòñÿ àïðèîðè 
è ñâÿçûâàþò äèñïåðñèè è ðàäèóñû êîððåëÿöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 



i

 = 
i


i
,

1/
i
 = 

i
/

i,
   i = 2, ..., n . (10) 

 
Ïîëó÷åííóþ ìîäåëü íàçîâåì Gn-ìîäåëüþ (èíäåêñ óêàçûâàåò íà êîëè÷åñòâî ñóììèðóåìûõ ïîëåé). 

×èñëåííûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåé îáëà÷íîñòè Gn-ìîäåëè î÷åâèäåí: ïî ôîðìóëå (8) íå-
çàâèñèìî ìîäåëèðóþòñÿ n ãàóññîâñêèõ ïîëåé, à çàòåì áåðåòñÿ èõ ñóììà. Èçîáðàæåíèÿ îáëà÷íîñòè, 
ïîñòðîåííîé ñóììèðîâàíèåì äâóõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé (G2-ìîäåëü), ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. 

Â îòëè÷èå îò G1-ìîäåëè îòäåëüíûå îáëàêà èìåþò áîëåå íåðåãóëÿðíóþ ôîðìó î÷åðòàíèé, êîòîðàÿ, 
âîîáùå ãîâîðÿ, åùå çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ðåàëüíûõ îáëàêîâ. 
 

 
 

Ðèñ. 3. Ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ îáëà÷íîãî ïîëÿ äëÿ G2-ìîäåëè ( = 0,05,  = 0,1); N = 0,5; D = H =  
0,25 êì: à — ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ z = h0 (îáëàñòü 11 êì); á — âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå 
(äëèíà ðåàëèçàöèè 1 êì) 

 
2. Ïóàññîíî-ãàóññîâñêàÿ ìîäåëü êó÷åâîé îáëà÷íîñòè 
 

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â îòëè÷èå îò ïóàññîíîâñêèõ ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå 
óïîðÿäî÷åííûìè, íî â ïðèíöèïå ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü îáëàêà ñëó÷àéíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû. 
Ïðåèìóùåñòâà îáåèõ ìîäåëåé ìîæíî îáúåäèíèòü, åñëè ñòðîèòü îáëà÷íîñòü íà ñîâîêóïíîñòè ïóàññî-
íîâñêîãî èíäèêàòîðíîãî ïîëÿ (Ð-ìîäåëü) è Gn-ìîäåëè. 

Ïóñòü v(x, ó) — ñóììà n íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ïîëåé ñ óìåíüøàþùèìèñÿ ðàäèóñàìè êîððå-
ëÿöèé è äèñïåðñèÿìè èç Gn-ìîäåëè. Íàðÿäó ñ v(õ, ó) ðàññìîòðèì ïóàññîíîâñêîå èíäèêàòîðíîå ïîëå, 
îáðàçîâàííîå ñîâîêóïíîñòüþ óñå÷åííûõ ïàðàáîëîèäîâ âðàùåíèÿ ôèêñèðîâàííîãî äèàìåòðà D0 è âû-
ñîòû Í0. Öåíòðû îáëàêîâ r01,,r0m, çà êîòîðûå ïðèìåì ãåîìåòðè÷åñêèå öåíòðû ôèãóð, ðàñïîëîæåíû â 
îäíîé ïëîñêîñòè z = h0. Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíîå ÷èñëî m îáëàêîâ ìîäåëèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ 
ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà, à êîîðäèíàòû öåíòðîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå. 

Ïóñòü n(rpj) = (nõ(rpj), ny(rpj), nz(rpj)) — âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå rpj = (õðj, ypj, zpj) ê ïà-
ðàáîëîèäó ñ öåíòðîì â òî÷êå r0j. ãäå j = 1,,m. Îïðåäåëèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L: 
rpj = (õðj, yPj, zpj)  rj = (xj, yj, zj) ïî ïðàâèëó 
 



 

 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçîðâàííîé îáëà÷íîñòè 761 
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  j = 1, ..., m . 

 

Òàêîå îòîáðàæåíèå, ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé «íàòÿãèâàíèå» ìîäóëÿ ñóììû ãàóññîâñêèõ ïî-
ëåé íà ïàðàáîëîèäû â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè, ïåðåâåäåò ãëàäêèå ïàðàáîëîèäû â íåêîòîðûå 
ñëó÷àéíûå ãåîìåòðè÷åñêèå òåëà. Îãðàíè÷èâàÿ ýòè ôèãóðû ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = h0, ïîëó÷èì ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ìîäåëü êó÷åâîé îáëà÷íîñòè, â êîòîðîé îòäåëüíûå îáëàêà èìåþò ñëó÷àéíóþ ãåîìåòðèþ. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå íå áóäåò ãàóññîâñêèì, ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêèé âîïðîñ î âå-
ðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâàõ òàêîãî ïîëÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ íåëèíåéíîé ïðîöåäóðû 
L ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó, â ÷àñòíîñòè, ñîâñåì íå òðè-
âèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûâîä àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äàæå äëÿ òàêèõ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Íà ïåðâîì ýòàïå 
èññëåäîâàíèé öåëåñîîáðàçíî ïðåæäå âñåãî îöåíèòü âëèÿíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèè îòäåëüíûõ îá-
ëàêîâ íà ðàäèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè îáëà÷íîãî ïîëÿ. Åñëè ýòî âëèÿíèå îêàæåòñÿ ñóùåñòâåííûì, 
òî çàòåì ïåðåéòè ê áîëåå äåòàëüíîìó ôèçè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ è ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ âåðîÿò-
íîñòíûõ ñâîéñòâ ïðåäëàãàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàçîðâàííîé îáëà÷íîñòè. 

Â äàííîé ìîäåëè, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü PGn-ìîäåëüþ, èñïîëüçóþòñÿ 3 ãðóïïû âõîäíûõ ïàðàìåò-
ðîâ: 

1) ïàðàìåòðû P-ìîäåëè (áåç «íàòÿíóòîé» íà ïàðàáîëîèäû ñóììû ãàóññîâñêèõ ïîëåé): äèàìåòð D0 
è âûñîòà Í0 ïàðàáîëîèäîâ, à òàêæå áàëë îáëà÷íîñòè N0 (íàçîâåì åãî äëÿ óäîáñòâà «íà÷àëüíûì»), 
îïðåäåëÿþùèé ñðåäíåå ÷èñëî  öåíòðîâ îáëàêîâ íà åäèíèöó ïëîùàäè; 

2) 1, 1, êîòîðûå öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè D0 è Í0; 
3) ïàðàìåòðû i, i, i = 2,, n, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñàìûì ïðîñòûì ñïîñîáîì: I = 1/2i–1, 

i = 1/2i–1. 
Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî öåíòðîâ îáëàêîâ ôèêñèðîâàíî, à èõ ñðåäíèå ãîðèçîíòàëüíûå ðàçìåðû ïðè 

äîáàâëåíèè ìîäóëÿ ãàóññîâñêèõ ïîëåé óâåëè÷èâàþòñÿ, òî ðåàëüíûé áàëë îáëà÷íîñòè N áîëüøå èëè 
ðàâåí N0 è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëåííî. Ñðåäíÿÿ âûñîòà îáëàêîâ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå 0 ,gH H H   

ãäå / 2g vH     — ñðåäíåå óâåëè÷åíèå âûñîòû îáëàêîâ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ãàóññîâñêîãî ïîëÿ 

v(x, ó). Çíà÷åíèå 2D  ðàññ÷èòûâàåòñÿ èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ñðåäíåå ÷èñëî  öåíòðîâ 

îáëàêîâ íà åäèíèöó ïëîùàäè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [14]: 
 

 
 

Ñëåäîâàòåëüíî, 
 

 
 

 
 

Ðèñ. 4. Âåðòèêàëüíûå ñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé îòäåëüíûõ îáëàêîâ äëÿ PGn-ìîäåëè 
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Çàäà÷à ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ PGn-ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìîìó ìîäåëèðîâàíèþ äâóõ ñëó÷àé-
íûõ ïîëåé. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ãàóññîâñêîãî ïîëÿ ñ çàäàííîé êîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèåé áûë èçëîæåí âûøå. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïóàññîíîâñêîãî èíäèêàòîðíîãî ïîëÿ ìîæ-
íî íàéòè â [14]. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû èçîáðàæåíèÿ ðåàëèçàöèé îáëàêîâ äëÿ ÐGn-ìîäåëè. Êàê âèäíî, 
ïîëó÷àþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíûå êàðòèíû, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê íàáëþäàåìûì êó÷åâûì îáëàêàì. 
 
3. Âû÷èñëåíèå ðàäèàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê êó÷åâîé îáëà÷íîñòè 
 

Ðàñ÷åòû ñðåäíèõ ïîòîêîâ ( A — àëüáåäî, S  è sQ — ïðÿìîå è ïðîïóùåííîå ðàññåÿííîå èç-

ëó÷åíèå) êó÷åâîé îáëà÷íîñòè ïðîâîäèëèñü äëÿ èçëó÷åíèÿ ñ äëèíîé âîëíû  = 0,69 ìêì. Ðàññåÿíèå è 
ïîãëîùåíèå â áåçîáëà÷íîé àòìîñôåðå íå ó÷èòûâàëèñü. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îáëàêà ÿâëÿþòñÿ ðàññåè-
âàþùåé ñðåäîé ñ  = 30 êì–1. Òðàåêòîðèè ôîòîíîâ ìîäåëèðîâàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìàêñè-
ìàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ PG1-ìîäåëè ïðè ñëåäóþùèõ âõîäíûõ ïàðàìåòðàõ: 
N0 = 0,1, 0,3, 0,5; D0 = 1,0 êì; H0 = 1,0 êì,  = 0,075 êì;  = 30 êì–1. Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ 
ìîäåëè áàëë îáëà÷íîñòè N = 0,13; 0,373; 0,593; ñðåäíÿÿ âûñîòà è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ãî-

ðèçîíòàëüíûé ðàçìåð îáëàêîâ ðàâíû H  = 1,06 êì, 
1/22D = 1,143 êì. Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ñëó÷àé-

íîé ãåîìåòðèè êó÷åâûõ îáëàêîâ íà ñðåäíèå ïîòîêè âèäèìîé ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè ïàðàëëåëüíî ðàññ÷è-
òûâàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ P-ìîäåëè ïðè òåõ æå ñàìûõ áàëëàõ 

îáëà÷íîñòè N, ãîðèçîíòàëüíîì ðàçìåðå 
1/22D = 1,143 êì è âûñîòå H = 1,06 êì îáëàêîâ, àïïðîêñè-

ìèðóåìûõ ïàðàáîëîèäàìè âðàùåíèÿ. Ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. 
 

N S Gs A 


* 
 P PG

1
 P PG

1
 P PG

1
 

0 0,130 0,879 0,880 0,069 0,075 0,052 0,046 
 0,373 0,633 0,641 0,200 0,204 0,167 0,156 
 0,593 0,411 0,403 0,307 0,304 0,281 0,294 

30 0,130 0,860 0,854 0,077 0,084 0,063 0,062 
 0,373 0,611 0,586 0,208 0,225 0,181 0,189 
 0,593 0,388 0,354 0,302 0,330 0,309 0,316 

60 0,130 0,769 0,684 0,118 0,181 0,113 0,135 
 0,373 0,415 0,281 0,265 0,364 0,320 0,354 
 0,593 0,195 0,086 0,336 0,398 0,469 0,516 

80 0,130 0,482 0,453 0,225 0,257 0,293 0,290 
 0,373 0,085 0,076 0,339 0,335 0,576 0,589 

 

ü – çåíèòíûé óãîë Ñîëíöà. 
 

Ðàçëè÷èÿ ìåæäó ñðåäíèìè ïîòîêàìè ïðÿìîé S  è ðàññåÿííîé ïðîïóùåííîé ðàäèàöèè ,sQ  ðàñ-

ñ÷èòàííûìè â Ð- è PG1-ìîäåëÿõ, äîñòèãàþò ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé (îñîáåííî â îáëàñòè ñðåäíèõ çå-
íèòíûõ óãëîâ Ñîëíöà, ãäå ìàêñèìàëüíû îòëè÷èÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè çàêðûòîñòè 
Ñîëíöà îáëàêàìè). Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì, åñëè ó÷åñòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðåàëü-
íûå ïîäñòèëàþùèå ïîâåðõíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ëàìáåðòîâñêèìè è èõ êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ çàâèñÿò 
îò óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîëíå÷íîé ðàäèàöèè íà óðîâíå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî 
ïðè èñïîëüçîâàíèè PGn-ìîäåëåé ñ n > 5—6 ñëó÷àéíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà îáëàêîâ ìîæåò ñóùåñò-
âåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïàðàáîëîèäîâ (ñì. ðèñ. 5) è óêàçàííûå âûøå ðàçëè÷èÿ áóäóò åùå áîëåå ñóùåñò-
âåííûìè íå òîëüêî äëÿ ñðåäíèõ ïîòîêîâ ïðîïóùåííîãî èçëó÷åíèÿ, íî è äëÿ ñðåäíèõ àëüáåäî. 
 

 
 

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ ïîòîêîâ ,S A  è sQ  îò ñëó÷àéíîé ãåîìåòðèè îòäåëüíûõ îáëàêîâ 

ïðè ü = 60°,  = 30 êì–1, H  = 1,06 êì, 
1/22D  = 1,143 êì (êðèâàÿ 1 — ðàñ÷åòû äëÿ ïóàññîíîâ-

ñêîé, 2 —  äëÿ ïóàññîíî-ãàóññîâñêîé ÐG1-ìîäåëè) 
 



 

 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçîðâàííîé îáëà÷íîñòè 763 

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî èç-çà íåëèíåéíîé 
çàâèñèìîñòè ðàäèàöèîííîãî ïîëÿ îò õàðàêòåðèñòèê îáëàêîâ ñëó÷àéíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà îòäåëü-
íûõ êó÷åâûõ îáëàêîâ ìîæåò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïåðåíîñ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ â 
êó÷åâîé îáëà÷íîñòè. 
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Å . A .  B a b i c h ,  G . A .  T i t o v . Mathematical Models of a Broken Cloud Field with a Random Geometry 
of Individual Clouds. 
 

Some new mathematical models of stochastically inhomogeneous cloud fields, allowing for a random geometry of 
an individual cloud are considered. These models are constructed using a sum of independent Gaussian random field 
with decreasing variancesand radii oi correlation that, in fact, are very close to so-called cascade processes used for 
modeling fractal clouds. The cloud field models constructed based on the use of a Poisson and a sum of normal random 
fields are most close to actual cloud fields. Within the frameworks of numerical simulation methods for modeling the 
cloud fields radiation some algorithms of the Monte-Carlo method have been constructed for calculating linear func-
tional of mean intensity. Influence of random geometry of individual clouds on the mean fluxes of solar radiation in 
the visible region is estimated. 
 


