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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ïîëÿðèçàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê èçëó÷å-
íèÿ, ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííîãî â òîëùå ìóòíîé ñðåäû. Ýôôåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ 
â ðàçäåëåíèè ïîëíîãî ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÂÓÏÈ) íà ãëàäêóþ è àíèçî-
òðîïíóþ ÷àñòè. Àíèçîòðîïíàÿ ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ âñå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ â âåêòîðíîé ìàëî-
óãëîâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÂÌÑÃ). Ãëàäêàÿ äîáàâêà, äîïîëíÿþùàÿ ÂÌÑÃ äî 
ïîëíîãî ðåøåíèÿ ÂÓÏÈ, èùåòñÿ ìàòðè÷íûì ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò. Ïðîöåññ ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàí-
íîãî èçëó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ãîðèçîíòàëüíî áåñêîíå÷íîì ñëîå ïðîèçâîëüíîé îï-
òè÷åñêîé òîëùè, îáëó÷àåìîé ïëîñêèì ìîíîíàïðàâëåííûì èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ. Ðàñ÷åòíûå ïðèìåðû äàþò-
ñÿ äëÿ îáëó÷åíèÿ ñëîÿ åñòåñòâåííûì íåïîëÿðèçîâàííûì èçëó÷åíèåì. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñîõðàíÿåò 
ñâîè ïðåèìóùåñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé (â òîì ÷èñëå òðåõìåðíîé) ãåîìåòðèè ðàññåèâàþùåé ñðåäû, ïðîèçâîëü-
íûõ ôîðìû èñòî÷íèêà è ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè åãî èçëó÷åíèÿ. 

 

Ââåäåíèå 

Èçâåñòíî, ÷òî ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè èçëó÷å-
íèÿ, îïèñûâàåìîå åñòåñòâåííûì ñ ôîòîìåòðè÷åñêîé 
òî÷êè çðåíèÿ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûì âåêòîð-ïàðà- 
ìåòðîì Ñòîêñà (ÂÏÑ), ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ 
îá îáúåêòå çîíäèðîâàíèÿ, äîñòóïíóþ îïòè÷åñêèì 
ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ [1, 2]. Òåì íå ìåíåå ñåãîäíÿ 
îáúåì èññëåäîâàíèé â ñêàëÿðíîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. 
ñ ó÷åòîì òîëüêî ÿðêîñòè èçëó÷åíèÿ (ïåðâîé êîìïî-
íåíòû ÂÏÑ), ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ïîëÿðèìåò-
ðè÷åñêèå. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì 
êîëè÷åñòâîì ôóíêöèîíèðóþùèõ ñåãîäíÿ ïîëÿðè-
ìåòðîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáúÿñíÿåòñÿ äâóìÿ 
ãëàâíûìè ïðè÷èíàìè. Ïåðâàÿ – êîíñòðóêòèâíûå 
ïðîáëåìû ïðè ñîçäàíèè ïîëÿðèìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ 
äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ ïîä÷àñ äîâîëüíî ñëàáûõ ïîëÿ-
ðèçàöèîííûõ êîìïîíåíò ÂÏÑ. Îäíàêî ñîâðåìåííûé 
óðîâåíü ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèé ïîçâîëÿåò ðåøèòü 
êîíñòðóêòèâíûå ïðîáëåìû. Èìåííî ïîýòîìó îïðåäå-
ëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ïðè÷èíà – îòñóòñòâèå íà-
äåæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé ïîëÿ-
ðèçàöèîííûå ýôôåêòû, ñïîñîáíîé ñëóæèòü íàäåæ-
íîé áàçîé äëÿ èíòåðïðåòàöèè ïîëÿðèçàöèîííûõ 
èçìåðåíèé (ïîäòâåðæäåíèå ýòîìó ìîæíî íàéòè, íà-
ïðèìåð, â ñáîðíèêå SPIE, V. 5888, «Polarization Sci-
ence and Remote Sensing II», 2005, ãäå ïðèâåäåí 
øèðîêèé ñïåêòð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 
íà ôîíå íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò). 
 Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, âåêòîðíàÿ (ïîëÿðè-
çàöèîííàÿ) ìîäåëü ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äîëæíà 
áûòü äîâîëüíî ýôôåêòèâíîé – ñ âûñîêîé ñêîðî-

ñòüþ ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è âåêòîðíî-
ãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÊÇ ÂÓÏÈ)  
ê òî÷íîìó, è äàâàòü âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü ðàñ÷åò 
äëÿ ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ èíäèêàòðèñ, õàðàêòåðíûõ 
äëÿ ìíîãèõ ïðèðîäíûõ îáðàçîâàíèé (îáëàêà, îêåàí, 
êîñìè÷åñêàÿ ïûëü), äëÿ ðàçëè÷íûõ îïòè÷åñêèõ 
òîëù τ (äåñÿòûå äîëè äëÿ ÷èñòîé àòìîñôåðû, åäè-
íèöû è äåñÿòêè äëÿ îáëàêîâ è ìåëêîâîäüÿ è ïîëó-
áåñêîíå÷íîé ñðåäû – îêåàíà), à òàêæå äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî çåíèòíîãî óãëà îáëó÷åíèÿ ñëîÿ θ0. Îáÿçà-
òåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ìíîãèõ êðàòíîñòåé ðàññåÿ-
íèÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ ïîçâîëèò îï-
òèìèçèðîâàòü ðàñ÷åò è íåñêîëüêî óïðîñòèò ðåøåíèå 
îáðàòíûõ çàäà÷. Ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿðè-
çàöèè èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ðàñøèðèò îáëàñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ìîäåëè è ñäåëàåò åå ïðèãîäíîé äëÿ ðàáîòû 
êàê ñ ïàññèâíûìè ïîëÿðèìåòðàìè, òàê è ñ ëèäàðàìè. 
 Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ïåðå-
íîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîì ñëîå ìóòíîé (ðàññåèâàþùåé è ïîãëîùàþ-
ùåé) ñðåäû, îáëó÷àåìîé â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëå-

íèè 0l̂  ïëîñêèì ìîíîíàïðàâëåííûì (ÏÌ) èñòî÷íè-

êîì. Êðèòåðèÿìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñëóæèëè 
âûøåóêàçàííûå òðåáîâàíèÿ. 

Îïðåäåëåíèå àíèçîòðîïíîé ÷àñòè 

Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: «→» – ÷åòû-
ðåõýëåìåíòíûé âåêòîð-ñòîëáåö; «↔» – øåñòíàäöà-
òèýëåìåíòíàÿ ìàòðèöà Ìþëëåðà; Λ – âåðîÿòíîñòü 
âûæèâàíèÿ ôîòîíà â îäíîì àêòå ðàññåÿíèÿ (àëüáåäî 
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îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ); θ è ϕ – ñîîòâåòñòâåííî 
çåíèòíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû;  

 μ = cosθ; 2 2
1 1

ˆ [ cos , sin , ]= −μ ϕ −μ ϕ μl  

– åäèíè÷íîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå. ÂÏÑ  

è åãî êîìïîíåíòû ìû îáîçíà÷èì êàê L
�

 = [I Q U V]T, 
ãäå «T» – îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ; I – ïîëíàÿ 
ÿðêîñòü ïó÷êà ëó÷åé; Q, U – ýíåðãåòè÷åñêèå êîì-
ïîíåíòû, îïðåäåëÿþùèå ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðè-
çàöèè è ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ðåôåðåíöèè; V îïðå-
äåëÿåò ñòåïåíü ýëëèïòè÷íîñòè.  

Âåñü ìàòåðèàë ñòàòüè îòíîñèòñÿ ê ðàññåÿíèþ 
èçëó÷åíèÿ, îäíàêî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íå ïîòåðÿåò 
ñâîåé ýôôåêòèâíîñòè è â ôèçèêå ÷àñòèö, ãäå ïðè-
÷èíîé ïåðåõîäà ê âåêòîðíûì çàäà÷àì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò 
ñïèíà [2], à àíèçîòðîïèÿ ðàññåÿíèÿ îáû÷íî ñóùåñò-
âåííî âûøå àòìîñôåðíîé.  

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì â ðåøåíèè çàäà÷  
î ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ, êàê ñêàëÿðíûõ, òàê è âåê-
òîðíûõ, ÿâëÿåòñÿ ó÷åò îñîáåííîñòåé êðàåâîé çàäà÷è 
äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëî-
âèÿìè. Äàííûå îñîáåííîñòè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì 
ëó÷åâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ ðàññåÿí-
íîãî ñðåäîé èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ÏÌ-èñòî÷íèêà ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü (ñèíãóëÿðíîñòü) îáóñëîâëåíà 
ïðÿìûì íåðàññåÿííûì èçëó÷åíèåì, âûðàæàåìûì  
δ-ôóíêöèåé Äèðàêà. Â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ñèíãó-
ëÿðíîñòü òðåáóåò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà 
ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì è, ñëåäîâàòåëü-
íî, íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àíàëèòè÷åñêè. ×àíä-
ðàñåêàð ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ïîëå ðàññåÿííîãî 
èçëó÷åíèÿ â âèäå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ – ïðÿìîé íå-
ðàññåÿííîé δ-ñèíãóëÿðíîñòè, îáðàçóþùåé ôóíêöèè 
èñòî÷íèêîâ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, è ðàññåÿííîãî ñâå-
òà [3]. Îäíàêî äëÿ ðåàëüíûõ ñèëüíî àíèçîòðîïíûõ 
ìóòíûõ ñðåä ðàññåÿííûé ñâåò îïèñûâàåòñÿ «îñòðîé» 
ôóíêöèåé óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè, êîòîðàÿ 
òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà ðàç-
ëîæåíèÿ äëÿ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Ýòî íåìèíóåìî 
âåäåò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ñ÷åòà è â ðÿäå ñëó÷àåâ 
ê ñíèæåíèþ îáóñëîâëåííîñòè ðåøåíèÿ. 

Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó, õîðî-
øî çàðåêîìåíäîâàâøóþ ñåáÿ â ñêàëÿðíîì ïðèáëè-
æåíèè [4–7], è ïðåäñòàâèì èñêîìîå âåêòîðíîå ïîëå 
èçëó÷åíèÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè íàèáîëåå àíèçî-
òðîïíîé ÷àñòè, ñîäåðæàùåé â ñåáå ïðÿìîå èçëó÷å-
íèå, è ãëàäêîé äîáàâêè (îáîçíà÷èì åå èíäåêñîì R 
(regular part) – ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü â ïðîòèâîâåñ àíè-
çîòðîïíîé ÷àñòè, ñîäåðæàùåé ñèíãóëÿðíîñòü). Àíè-
çîòðîïèÿ ðàññåÿíèÿ ñîñðåäîòî÷åíà â îáëàñòè «ìà-
ëûõ» óãëîâ SA (small angle) ðàññåÿíèÿ îòíîñèòåëüíî 
ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ýëåìåíòàðíûé ðàññåèâàþùèé 
îáúåì (ïðè ýòîì òåðìèí «ìàëûå óãëû» íîñèò èñòî-
ðè÷åñêèé îòòåíîê è íå îòðàæàåò ðåàëüíî îáëàñòè 
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà). Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî çàïèøåì 
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Áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ çàäà÷ ïåðåíîñà ïî-
ëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå 
ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè (ÎÑÔ), ñâîéñòâà, òåîðåìà 

ñëîæåíèÿ è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîòî-
ðûõ èçâåñòíû [8]: 
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Àíèçîòðîïíóþ ÷àñòü ðàññ÷èòàåì â âåêòîðíîé 
ìàëîóãëîâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ 
ãàðìîíèê [10]. ÂÌÑÃ (ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî 
ÌÑÃ [4–7] – ñêàëÿðíîìó ïðèáëèæåíèþ ÂÌÑÃ) 
ñòðîèòñÿ íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè äèñêðåòíîãî ïî 

çåíèòíîìó èíäåêñó k (ïîðÿäêó ÎÑÔ , ( )k
m nP µ ) ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà f
m
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 èñêîìîãî âåêòîðíîãî 

ïîëÿ ÿðêîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Ãëàäêîñòü 
ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà, âûçâàííàÿ ñèíãóëÿðíî-
ñòüþ ðåøåíèÿ è àíèçîòðîïèåé ðàññåÿíèÿ, ïîçâîëÿåò 

îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ fmk
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Ýòî äîïóùåíèå ñîâìåñòíî ñ ðàñêðûòèåì èíòå-
ãðàëà ðàññåÿíèÿ íà îñíîâå òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ 
ÎÑÔ â êîìïëåêñíîì öèðêóëÿðíîì áàçèñå, c ðåêóð-
ðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ÎÑÔ è ïðåäñòàâëå-
íèÿìè (2) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîñòîå àíàëèòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà àíèçîòðîïíîé ÷àñòè  
â âèäå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû  
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m
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=−  =

τ = + ×

⎡ ⎤× − −Λχ τ μ ϕ π⎣ ⎦

∑∑l l ll
� �
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(4)

 

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ 
â äåéñòâèòåëüíîì ýíåðãåòè÷åñêîì SP-áàçèñå (Stokes 

Polarisation)  åñòü SC CST Tk kxχ =

� �

��

 è ìàòðè÷íûå ïîëè-

íîìû èìåþò âèä 

 

1

SC SC

0

0

T Y ( )T =P

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

,

,

( )

( )

( ) ( )
,

( ) ( )

( )

m m
k k

k
m

k k
m m

k k
m m

k
m

P

R iT

iT R

P

−μ μ =

⎡ ⎤μ
⎢ ⎥

μ − μ⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

μ μ⎢ ⎥
⎢ ⎥μ⎣ ⎦

� � � �

 
(5)

 

ãäå èçâåñòíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò êîìïëåêñíîãî 
CP â ýíåðãåòè÷åñêèé (ñòîêñîâûé) SP-áàçèñ îáîçíà-
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÷åíà SCT
�

[9], à òàêæå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïî-

ëèíîìû, àíàëîãè÷íûå [11]: 

 
2 2

2 2

0 5

0 5

, ,

, ,

( ) , [ ( ) ( )];

( ) , [ ( ) ( )].

k k k
m m m

k k k
m m m

R P P

T P P

−

−

µ = µ + µ   

µ = µ − µ

 

Âåêòîðû f 0( )m
k

�

 â (4) èçâåñòíû èç ãðàíè÷íûõ 

óñëîâèé [10]. ÂÌÑÃ (4) ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åò 
ïðàêòè÷åñêè âî âñþ ïåðåäíþþ ïîëóñôåðó (ìíîæå-
ñòâî íàïðàâëåíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì 

íàïðàâëåíèå ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ íà ñëîé). Êîíå÷íî, 
îáëàñòü äîñòîâåðíîñòè çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû. 
×åì âûøå îñòðîòà òåëà ÿðêîñòè (ò.å. ÷åì ñèëüíåå 
àíèçîòðîïèÿ ðàññåÿíèÿ è èëè ÷åì ìåíüøå îïòè÷å-
ñêàÿ òîëùà ñëîÿ), òåì øèðå îáëàñòü, ãäå ÂÌÑÃ 
äàåò äîñòàòî÷íî õîðîøèé ðåçóëüòàò. Îòìåòèì, ÷òî 
ÂÌÑÃ (4) ñîäåðæèò, íàðÿäó ñ àíèçîòðîïíîé ÷àñòüþ 

ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, ñèíãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü 
ðåøåíèÿ ÊÇ ÂÓÏÈ. Â ðåøåíèè (4) âîçìîæíî àíà-
ëèòè÷åñêè ðàñêðûòü ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó [12, 13]. 
Îäíàêî ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû, íà-
ïðèìåð The MathWorks Matlab®, ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷àòü ðåøåíèå íåïîñðåäñòâåííî ïî âûðàæåíèþ (4). 
Ðàñ÷åò ÂÌÑÃ íà ñòàíäàðòíîì ïåðñîíàëüíîì êîì-
ïüþòåðå çàíèìàåò ïîðÿäêà 1 ñ. 

Îáðûâàíèå ðÿäà Òåéëîðà (4) ïðèâîäèò ê ïðå-
íåáðåæåíèþ äèñïåðñèåé ïóòåé ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ, 
÷òî âåäåò ê îøèáî÷íîìó ðàñ÷åòó ïîëÿ ÿðêîñòè  
â çàäíåé ïîëóñôåðå. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñ-
òàòêà è ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ÊÇ ÂÓÏÈ ìû 
äàëåå íàéäåì íåìàëîóãëîâóþ (ðåãóëÿðíóþ) äîáàâêó 
ê ÂÌÑÃ. 

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ 

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ìû, â îòëè÷èå îò 
ìåòîäà ×àíäðàñåêàðà, ôîðìóëèðóåì ÊÇ íå äëÿ ðàñ-
ñåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, à ëèøü äëÿ ãëàäêîé íåìàëîóã-
ëîâîé äîáàâêè. Ïðè ýòîì ÂÌÑÃ íå èçìåíÿåò îáùèé 
âèä ÊÇ ÂÓÏÈ: 

R

R

R

4

0 ÂÌÑÃ 0
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L
L

R R L
4

L 0 0 L L

ˆ( , ) ˆ( , )

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ( ) ( ) ( , ) ( , );

ˆ ˆ ˆ( , ) ; ( , ) ( , ).

x d

π

μ≥ μ≤

⎧ ∂ τ⎪μ + τ =
∂τ⎪

⎪ Λ⎪ ′ ′ ′ ′ ′= × → × × → × τ +Δ τ⎨
π⎪

⎪
⎪ =    τ =− τ
⎪⎩

∫

l
l

l l z l) ll z l l l l l l

l l l

�

�

� � � �
�

�� � �

 

  (6) 

Ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ íà îñíîâå ÂÌÑÃ ˆ( , )Δ τ l
�

 

íåòðóäíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

ÂÌÑÃ 0 ÂÌÑÃ 0

ÂÌÑÃ

4

L L

R R L
4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , , ) ( , , )

ˆ ˆ ˆ ˆ̂ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ( ) ( ) ( , ) .x d

π

∂
Δ τ =−μ τ + τ +

∂τ

Λ
′ ′ ′ ′ ′+ × → × × → × τ

π ∫

l l l l l

l l z l) ll z l l l l l

� ��

� � �

�

 
(7)

 

Êàê â ñêàëÿðíîé, òàê è â âåêòîðíîé òåîðèè ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ ðàñêðûòèå èíòåãðàëà ðàññåÿíèÿ, 
íàðÿäó ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ 

îäíîé èç ãëàâíûõ ïðîáëåì. Äëÿ ýòîé öåëè â âåê-
òîðíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíûé öèðêó-
ëÿðíûé CP-áàçèñ [9], äèàãîíàëèçèðóþùèé ìàòðèöó 

ðîòàòîðà R
�

 è ïîçâîëÿþùèé ðàñêðûòü èíòåãðàë ðàñ-
ñåÿíèÿ. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî 
ðåøåíèÿ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [14] â ñëó÷àå 
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, 
ïîñëå ðàñêðûòèÿ èíòåãðàëà ðàññåÿíèÿ â êîìïëåêñ-
íîé îáëàñòè ìû ïåðåâîäèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó äëÿ 

âåêòîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ f ( )m
k τ

�

 îáðàòíî â äåéñò-

âèòåëüíîå SP-ïðåäñòàâëåíèå (óêàçàííûå îïåðàöèè 
ïðîâîäÿòñÿ êàê äëÿ ÂÌÑÃ, òàê è ïðè ðåøåíèè ÊÇ 
ÂÓÏÈ äëÿ ãëàäêîé ÷àñòè (6) è âû÷èñëåíèè ôóíê-
öèè èñòî÷íèêîâ (7)). Âåêòîðíûé ìåòîä äèñêðåòíûõ 
îðäèíàò (ÂÌÄÎ) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ôîðìå 
Ìàðêà (Ñ. Mark) âûáðàí äëÿ ðåøåíèÿ (6) ââèäó 
åãî áîëüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè â îò-
ëè÷èå îò ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Â ðàáîòå 
[11] ÊÇ ÂÓÏÈ ðåøàëàñü ìåòîäîì ×àíäðàñåêàðà, 
÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ 
èç [11] â íàñòîÿùåé ðàáîòå. È íàêîíåö, çàìåòèì, 
÷òî ïðè íàêëîííîì îáëó÷åíèè ïëîñêîñòè ðåôåðåí-
öèè â (4) è (6) ðàçëè÷àþòñÿ. Ìû èñïîëüçóåì ïîâî-
ðîò ïëîñêîñòåé ðåôåðåíöèè, îïèñûâàåìûé ðîòàòî-
ðîì, äëÿ èõ ñîâìåùåíèÿ. 

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ â (6). Äëÿ åãî 
ðàñêðûòèÿ ìû ïðåîáðàçóåì âñå èíòåãðèðóåìûå ìàò-

ðèöû â CP-áàçèñ (ìàòðèöà ïåðåõîäà CST
�

), äèàãîíà-

ëèçèðóÿ ðîòàòîð. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ-
ìè (2), òåîðåìîé ñëîæåíèÿ äëÿ ÎÑÔ è îáðàòíûì 
ìàòðè÷íûì ïåðåõîäîì â ôîòîìåòðè÷åñêèé áàçèñ 
ñòîêñîâà ïðåäñòàâëåíèÿ (ìàòðèöà ïåðåõîäà 

1

CS SCT =T
−

� �

): 
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k im

d

π

∞

= =−
π

Λ
= ×

π

′ ′ ′ ′× χ χ τ =

Λ
′= + ϕ−ϕ ×

π
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∫

∑ ∑∫

ll l l

l l
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(8)

 

ãäå êîìïëåêñíûå ïîëèíîìû îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå 

ñóììû äåéñòâèòåëüíîé RP ( )µ
�

 è ìíèìîé IP ( )µ
�

 ÷àñ-

òåé (êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò îò k è m, îäíàêî 
ýòè èíäåêñû çäåñü óìûøëåííî îïóùåíû) êàê 

 R IP P P( ) ( ) ( ).k
m iµ = µ + µ
� � �

 

Ãðóïïèðóÿ, êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, àçèìó-
òàëüíûå ãàðìîíèêè ñèììåòðè÷íûõ ïîðÿäêîâ m  
è – m â (8), ìû ïîñëå ïðîâåäåíèÿ óêàçàííûõ ìàò-
ðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì 
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⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′× μ μ ϕ−ϕ + μ μ ϕ−ϕ τ⎣ ⎦

∑ ∑∫

l l

�

� � �

 

  (9) 
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ãäå  

 
R R I I

I R R I

Ñ P P P P

S P P P P

( , ) ( ) ( ) ( ) ( );

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).

k
m k k

k
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′ ′ ′μ μ = μ χ μ − μ χ μ

′ ′ ′μ μ = μ χ μ + μ χ μ
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� �
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� �

  

Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè (9) óäîáíî ââåñòè 
ôóíêöèè, àíàëîãè÷íûå [11], à èìåííî: îïðåäåëåí-

íûå âûøå ïîëèíîìû P ( )m
k µ

�

 (5), ìàòðèöû âûáîðêè 
 

 1 2D 110 0 D 0 0 1 1diag{ , , , }; diag{ , , , }=  = − −
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è ôàçîâûå ìàòðèöû  
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( ) diag{cos ,cos ,sin ,sin };

( ) diag{ sin , sin ,cos ,cos },
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φ ϕ = − ϕ − ϕ ϕ ϕ

�

�

 

÷òî ïðèâîäèò (9) ê âèäó 
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ãäå  

 P P( , ) ( ) ( ).m m m m
k k k k k

′ ′Α = Α μ μ = μ χ μ
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�

  

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì èíòåãðàëà (10) ãëàäêóþ 
÷àñòü óäîáíî ïðåäñòàâèòü äâóìÿ àçèìóòàëüíî-
çàâèñèìûìè ñëàãàåìûìè 

 1 1 2 2

0

L( , , )= L L( ) ( , ) ( ) ( , ) .m m

m

m m

∞

=

⎡ ⎤τ  μ  ϕ φ ϕ τ μ + φ ϕ τ μ⎣ ⎦∑
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 (11) 

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (10), ðàñêðûâàÿ ñêîáêè  

è èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé 1 2, ( ),φ ϕ
�

 ìû 

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ íåìàëîóãëîâîé ãëàäêîé 
äîáàâêè (èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ â ôóíêöèè èñòî÷íè-
êîâ (7) èìååò ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå) 
âèäà (ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü îáîçíà÷åíà «~») 
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(12)

 

ãäå êàæäîå èç ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿåòñÿ èç ÊÇ, àíà-
ëîãè÷íîé (6), (i = 1, 2): 
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 (13) 

åñëè ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ˆ( , )Δ τ l
�

 îïðåäåëåíà. Çäåñü 

íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé 

1 2, ( )φ ϕ
�

 â [11] áûëî âûçâàíî áëî÷íî-äèàãîíàëüíûì 

âèäîì àýðîçîëüíîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Ïðåäëàãàå-
ìûé ìåòîä äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî 
âèäà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ, åñëè òîëüêî ìàòðè÷íûå 
êîýôôèöèåíòû åå ðàçëîæåíèÿ ïî ÎÑÔ èçâåñòíû. 
 Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ïîñëå 
ïðèâåäåíèÿ ïëîñêîñòåé ðåôåðåíöèè ìû èñïîëüçóåì 
îïèñàííûå âûøå ìåòîäû, à èìåííî: öåïî÷êó ïðåîá-
ðàçîâàíèé SP → CP → SP, òåîðåìó ñëîæåíèÿ ÎÑÔ 
äëÿ ðàñêðûòèÿ èíòåãðàëà ðàññåÿíèÿ â (7) è ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÎÑÔ-ñèñòåìû äëÿ âåê-
òîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ. 

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû ñëîæåíèÿ, ôîðìû 
ÂÌÑÃ (4) è ñ ó÷åòîì ïåðåõîäà â ýíåðãåòè÷åñêèé 
áàçèñ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïðèîáðåòàåò âèä  
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Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî ÷ëåíà íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç [8], òîãäà 
ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê: 
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Ìàòðèöû â (14) èìåþò âèä [8]: 
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Ïëîñêîñòè ðåôåðåíöèè âûðàæåíèé (14) è (13) 
ðàçëè÷àþòñÿ (ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ çàäàíà îòíîñè-

òåëüíî ïëîñêîñòè 0
ˆ ˆ×l l , à ÂÓÏÈ – îòíîñèòåëüíî 

ïëîñêîñòè ˆ ˆ×l z ). Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðîòà-
òîð, ïðåäñòàâèâ (14) êàê 
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èëè, äîïèñûâàÿ íåîáõîäèìûå ìàòðèöû ïðåîáðàçî-
âàíèÿ áàçèñà: 
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Íà îñíîâàíèè òåîðåìû ñëîæåíèÿ è èñïîëüçóÿ 
ïðèâåäåíèå ìàòðèö ê äåéñòâèòåëüíîìó âèäó, èìååì 
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Îêîí÷àòåëüíî ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ èìååò ñëå-
äóþùèé âèä: 
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– ÂÏÑ ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ ñî ñòåïåíüþ ëèíåé-
íîé ïîëÿðèçàöèè p è ýëëèïòè÷íîñòüþ q, à φ0 îïðå-
äåëÿåò àçèìóòàëüíîå ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ðåôå-
ðåíöèè. È íàêîíåö, â SP-áàçèñå ìû èìååì 
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Ýòè ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû, áóäó÷è ïîä-
ñòàâëåííûìè â (15) âìåñòå ñ (13), ÂÌÑÃ (4) è ñó-
ïåðïîçèöèåé (1) (èíäåêñàöèè «ÂÌÑÃ» è «SA»  
â äàííîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íû) äàþò ïîëíîå ðåøåíèå 
ÊÇ ÂÓÏÈ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óãëà è ñòîÿíèÿ ïîëÿ-
ðèçàöèè îáëó÷åíèÿ ñëîÿ, êîòîðàÿ â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ðåøåíà ìàòðè÷íûì ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäè-
íàò ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ôîðìå Ìàðêà. 

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû 

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìå-
ðû ðàñ÷åòà ïîëíîãî ðåøåíèÿ ÊÇ ÂÓÏÈ îïèñàííûì 

ìåòîäîì. Ðàññåÿíèå Ìè ïî ìîäåëè Haze L [15] áû-
ëà èñïîëüçîâàíà íàìè äëÿ èìèòàöèè àýðîçîëüíîãî 
ðàññåÿíèÿ. Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ïóòåé ïðîâåðêè 
ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ñ ïðè-
áëèæåíèåì îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (ðèñ. 1 è 2) 
äëÿ ñëàáîðàññåèâàþùèõ ñðåä, îïèñûâàåìîãî ïðî-
ñòûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè. Ðèñ. 1 äå-
ìîíñòðèðóåò ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ ïðè ðàñ÷åòå 
ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ, ïðîøåäøåãî ñëîé 
è äèôôóçíî îòðàæåííîãî ñëîåì. Âèäíî íåêîòîðîå 
îòêëîíåíèå îïèñûâàåìîãî ìåòîäà ÂÌÑÃ + ÂÌÄÎ 
îò ïðèáëèæåíèÿ îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ìåíü-
øóþ ñòîðîíó.  

 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 1. Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè p(θ) –  
 ïðîøåäøåå (à) è îòðàæåííîå (á) èçëó÷åíèå 
 

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äàæå â òîíêèõ ñëîÿõ 
íà íàêëîííûõ òðàññàõ âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå 
áîëåå îäíîãî àêòà ðàññåÿíèÿ, ÷òî âåäåò ê äåïîëÿðè-
çàöèè èçëó÷åíèÿ. Íàáëþäàåòñÿ òàêæå èçâåñòíûé 
ôàêò ïîëíîé äåïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ, ðàññåÿííî-
ãî âïåðåä è íàçàä âäîëü íîðìàëè ê ñëîþ. Ïàðàìåò-
ðû ñëîÿ: τ = 0,1, Λ = 0,9. 

Ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóåò óãëîâóþ è ãëóáèííóþ 
çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ, ðàñ-
ñ÷èòàííóþ ïî ïðåäëàãàåìîìó ìåòîäó. Ðàñ÷åòû  
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ïîäòâåðæäàþò èçâåñòíûé ôàêò äåïîëÿðèçàöèè èç-
ëó÷åíèÿ ñ ðîñòîì òîëùè ðàññåèâàþùåãî ñëîÿ. Áî-
êîâûå «ëåïåñòêè» ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ Ìè ñãëàæè-
âàþòñÿ â ðåçóëüòàòå êðàòíûõ ðàññåÿíèé, âñëåäñòâèå 
÷åãî äëÿ áîëüøèõ òîëù (â äàííîì ñëó÷àå τ = 5, 10) 
íàáëþäàåòñÿ ìîíîòîííîå ñïàäàíèå ñòåïåíè ïîëÿðè-
çàöèè îò óãëà (ðèñ. 2, á) áåç ýêñòðåìóìîâ. Âñå ïðåä-
ñòàâëåííûå ðàñ÷åòû äåìîíñòðèðóþò èçâåñòíîå íà-
ëè÷èå òî÷åê íåéòðàëüíîé ïîëÿðèçàöèè íà íåáîñâîäå. 
 

 
a 

 
á 

Ðèñ. 2. Óãëîâàÿ è ãëóáèííàÿ çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ïîëÿðè- 
 çàöèè p(θ) – ïðîøåäøåå (à) è îòðàæåííîå (á) èçëó÷åíèå 

Çàêëþ÷åíèå 

Â çàêëþ÷åíèè ìû åùå ïîä÷åðêíåì îäèí âàæ-
íûé ìîìåíò: âû÷èòàíèå ëèøü δ-ñèíãóëÿðíîñòè  
ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ðàññåÿííîãî èçëó÷å-
íèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíûì â ñëó÷àÿõ 
ñèëüíîàíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ è íàëè÷èÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé â ÊÇ ÂÓÏÈ, îïèñûâàåìûõ 
ëó÷åâûì ïðèáëèæåíèåì. Ýôôåêòèâíûì ïóòåì ðå-
øåíèÿ ÊÇ òåîðèè ïåðåíîñà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå 
ðåøåíèÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè âñåé àíèçîòðîïíîé 
÷àñòè è ãëàäêîé äîáàâêè, ïðè÷åì ýôôåêòèâíîñòü 
ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà áûñòðî âîçðàñòàåò ïî ìåðå 

óâåëè÷åíèÿ àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ, óâåëè÷åíèÿ 
ñòðàòèôèêàöèè ðàññåèâàþùåé ñðåäû, à òàêæå ïðè 
ïåðåõîäå ê òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè.  

Ïîëó÷åííîå íà îñíîâàíèè óïðîùåíèÿ ÂÓÏÈ 
ðåøåíèå â ôîðìå ÂÌÑÃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíñò-
ðóìåíò, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íûé äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ çîíäèðîâàíèÿ ïî íèñõîäÿùåé ðàäèàöèè 
(ïî èçëó÷åíèþ, ðàññåÿííîìó â ïåðåäíþþ ïîëóñôå-
ðó). Ñðàâíèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðàñ÷åòà àíèçîòðîïíîé 
÷àñòè, ïðåäúÿâëÿþùåé íàèáîëåå æåñòêèå òðåáîâà-
íèÿ ê êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ ãàðìîíèê, â ÂÌÑÃ 
ñîâìåñòíî ñ ãëàäêîñòüþ äîáàâêè îáóñëîâëèâàþò 
ýôôåêòèâíîñòü îïèñàííîãî ìåòîäà. 

Îòìåòèì òàêæå åùå îäíó îñîáåííîñòü çàäà÷ 
ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ. Â íàñòîÿùåé 
ñòàòüå èíòåãðàë ðàññåÿíèÿ òðàäèöèîííî ðàñêðûâàë-
ñÿ â CP-áàçèñå ñ äàëüíåéøèì âîçâðàòîì â äåéñòâè-
òåëüíîå SP-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìàòðè÷-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèè [14] è ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ðåøåíèÿ. Îäíàêî íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçî-
âàòü öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé SP–CP–SP, ïðèâî-
äÿùóþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ âèäà ìàòðè÷íûõ ÎÑÔ 

(5). Èñïîëüçîâàíèå P ( )m
k µ

�

 âìåñòî Y ( )m
k µ

�

 â êà÷åñòâå 

áàçèñíûõ ôóíêöèé äàåò âîçìîæíîñòü èçáåæàòü íå-
îáõîäèìîñòè ïåðåõîäà â êîìïëåêñíîå CP-ïðîñòðàí- 
ñòâî, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî áóäóò äîêàçàíû òåîðåìà 
ñëîæåíèÿ, ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè è ðåêóððåíòíûå 

ôîðìóëû äëÿ P ( )m
k µ

�

. Ýòà çàäà÷à, íàðÿäó ñ ó÷åòîì 

ïîëíîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ âìåñòî áëî÷íî-äèàãî- 
íàëüíîé àýðîçîëüíîé ìàòðèöû è ïåðåõîäîì ê òðåõ-
ìåðíîé ãåîìåòðèè, ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì òåêóùèõ 
èññëåäîâàíèé àâòîðîâ. 

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ó÷àñòíèêîâ íàó÷íîãî ñåìè-
íàðà «Ôîòîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôôóçíîãî ñâåòî-
âîãî ïîëÿ» êàôåäðû ñâåòîòåõíèêè Ìîñêîâñêîãî 
ýíåðãåòè÷åñêîãî èíñòèòóòà çà îáñóæäåíèå ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ. 
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V.P. Budak, S.V. Korkin. Modeling the polarization state spatial distribution of the atmosphere-
scattered radiation obtained from complete analytical solution for the vector transport equation. 

The paper deals with the polarized radiative transfer within a slab irradiated by a collimated infinity-wide 
beam of arbitrary polarized light. The efficiency of the proposed analytical solution lies in the assumption that 
the complete vectorial radiative transfer solution is the superposition of the most anisotropic and a smooth 
parts, computed separately. The vectorial small angle modification of the spherical harmonics method is used to 
evaluate the anisotropic part; and the vectorial discrete ordinates method is used to obtain the smooth one. The 
azimuthal expansion is used to describe the light field spatial distribution for the case of abnormal  
irradiance and to obtain some known neutral points in the sky especially useful for polarized remote sensing of 
the atmosphere. 

6. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 1. 


